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Abstract

In der umfangreichen Literatur (siehe beispielsweise
das Literaturverzeichnis in Kap. 8), die der Geometrie
der Verzahnungen gewidmet ist, sind konkrete Bei-
spiele geometrischer Synthese von Verzahnungen
kaum zu finden. Und wenn auch, dann nur fir ebene
Verzahnungen, d.h. fir zylindrische Zahnrader mit
gleichlaufenden Achsen. Damit wird aber die Vielfalt
der verwendeten Verzahnungen bei weitem nicht er-
schopft. Dieser Mangel an Beispielen ist durchaus
nicht zufallig. Sowohl seine Griinde, als auch die We-
ge zu deren Beseitigung werden in der vorliegenden
Abhandlung gezeigt.

Ein neuer Ansatz zur Lésung des Problems der Syn-
these von Verzahnungen wird dargestellt. Der grund-
satzliche Unterschied des vorgeschlagenen Verfah-
rens von den zur Zeit bekannten besteht im volligen
Verzicht auf jede Verwendung von Hullkurven und
Hullflachen. Der Grund dazu ist, dass das oben er-
wéahnte Problem nichts gemein hat mit der Ermittiung
von Hullkurven oder Hiillflachen.

Dadurch wird das hier dargestellte Verfahren universell
anwendbar fur die geometrische Berechnung von
Zahnradern mit Gerad- und Schragverzahnung und
parallelen Achsen.
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Beitrag zur geometrischen Synthese von Verzahnungen

1. Einleitung

Das Ziel des vorliegenden Werks ist die Entwicklung eines neuen Ansatzes zur Lésung des Problems der ge-
ometrischen Synthese von Verzahnungen. Der grundsétzliche Unterschied des vorgeschlagenen Verfahrens
von den zur Zeit bekannten besteht in volligem Verzicht auf jede Verwendung von Hullkurven und Hullflachen.
Der Grund dazu ist, dass das oben erwahnte Problem nichts gemein mit der Ermittlung von sowohl Hullkurven
als auch Hullflachen hat.

Um uns diese Tatsache klarzumachen, betrachten wir das Problem der geometrischen Synthese einer Ver-
zahnung zweier Schraubenzahnrader mit gleichlaufenden Achsen. Die Oberflache jedes dieser Zahnrader soll
eine Schar Schraubenlinien darstellen, die alle einen gemeinsamen Schraubengang haben, entweder alle mit
Links- oder alle mit Rechtswindung sind und auf einer Schar koaxialen Drehzylinder verteilt sind.

Den Fall zweier zylindrischen Oberflachen, die als entartete (mit unendlichem Schraubengang) Schraubenfla-
chen gedeutet werden kénnen, betrachten wir spéter.

Das Problem der geometrischen Synthese einer beliebigen Verzahnung lasst sich folgendermaBen formulie-
ren. Es gebe zwei Koordinatensysteme, von denen jedes einem dritten System gegeniiber, das als fixiertes
gilt, sich in bestimmter Weise bewegen kann. Dementsprechend sind einige gewisse gegenseitige Anordnun-
gen der verschiebbaren Systeme mdglich. Eine gewisse Teilmenge dieser Anordnungen werden als zulassige
bezeichnet. Den Rest der Menge der mdglichen Anordnungen bilden die unzul&ssigen Anordnungen. Ein Paar
Oberflachen, von denen jede an eines der verschiebbaren Systeme starr gebunden ist, bildet eine Verzahnung
genau dann, wenn die Oberflachen sich in keiner der zuldssigen Anordnungen schneiden, aber sie schneiden
sich in jeder unzulassigen Anordnung.

In der Regel besteht das Problem in der Ermittlung einer Oberflache, die zusammen mit einer gegebenen
Oberflache die erforderliche Verzahnung bildet. Es ist damit gemeint, dass die oben erwdhnten Mengen der
zulassigen, bzw. unzuldssigen gegenseitigen Anordnungen der Koordinatensysteme gegeben sind und die
gesuchte Oberflache die definierten Anforderungen erflllen muss. Unter diesen Voraussetzungen kann die
gesuchte Oberflache i.a. nicht eindeutig bestimmt werden. Deshalb sind zuséatzliche Angaben notwendig. Im
betrachteten Fall sei eine gewisse Schraubenflache gegeben und die allgemeinen Voraussetzungen durch die
Annahme erganzt, dass eine rechte bzw. linke Schraubenflache mit einem im Voraus gegebenen Schrauben-
gang zu ermitteln ist.

Merken wir uns jetzt, dass eine beliebige Drehung einer Schraubenfldche um ihre Achse einer entsprechenden
Parallelverschiebung der Schraubenflache langs der Achse &aquivalent ist. Die Parallelverschiebung ist der
Drehung direkt proportional. Das bedeutet, dass die Drehungen der eine Verzahnung bildenden Schrauben-
zahnréder &quivalent sind den Parallelverschiebungen dieser Réder langs ihren Achsen. Im Falle gleichlaufen-
der Achsen missen also die Parallelverschiebungen der beiden Réder immer ein- und dieselbe Geschwindig-
keit haben, denn sonst schneiden sich die Schraubenfldchen in zuldssigen gegenseitigen Anordnungen oder
sie schneiden sich in unzulassigen gegenseitigen Anordnungen nicht. Mit anderen Worten bleiben die beiden
Schraubenflachen gegeneinander unbeweglich. Es gibt nur eine einzige zuldssige gegenseitige Anordnung der
beiden Schraubenflachen. Deshalb gibt es keine Oberflachenscharen und es hat keinen Sinn irgendwelche
Hullflachen oder Hullkurven zu ermitteln.

2. Grundgleichungen fiir schragverzahnte Rader

In diesem Kapitel werden die flr die Lésung des oben erwahnten Problems notwendigen Gleichungen abgelei-
tet.

Nehmen wir an, dass eine Schraubenflache in einem kartesischen Rechtssystem Oxyz durch ihre Gleichun-

gen
2
x:p(g“)cos[g’ +sz

Y=p(§)sin(§+27”2j @.1)

z=z

definiert ist. In (2.1) sind {’ und z zwei unabhangige Parameter.
Wenn der durch ¢ bezeichnete Winkel traditionell im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers gemessen

wird, entsprechen den positiven T - Werten Schraubenflachen mit Rechtswindung, den negativen T - Werten
aber Schraubenflachen mit Linkswindung.
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Die Funktion p = p(¢), die eine geschlossene Kurve beschreibt, ist jedenfalls periodisch. Es sei n die groBte
ganze Zahl, fur die die Identitat p(g)zp(§+2—:j gilt. Dann ist 2—: der kleinste der Winkel mit der Eigen-

schaft, dass das Ergebnis jeder Drehung der Schraubenflache (2.1) um die Oz Achse um einen beliebigen
dieser Winkel dieselbe Schraubenflache (2.1) ist. Andererseits entspricht einer Drehung um den Winkel

2—: eine Verschiebung der Schraubenflache (2.1) um i% Einheiten langs der Oz Achse. Es ist dem Betrag

nach die kleinste der Verschiebungen, die die Schraubenflache (2.1) auf sich selbst abbilden. Nehmen wir
jetzt die Schraubenflache (2.1) als gegebene an.
Die gesuchte Schraubenflache sei durch ihre Gleichungen

xy = py(¢y)cos [(1 +2—7[Z1J

T

y1=p1(£4)sin [§1+27-—7[Z1J (2.2)
1

zy =2z,

im kartesischen Rechtssystem O, x, y,Zz; definiert, wobei

X;=x-L

=y (2.3)

Hier sind {; und z, wieder unabhangige Parameter. Der Winkel {,wird im entgegengesetzten Sinne des Uhr-
zeigers gemessen.

Nehmen wir jetzt an, dass jeder Drehung der Schraubenflache (2.1)um die Oz Achse um einen Winkel ¢
eine Drehung der Schraubenflédche (2.2)um die O,z; Achse um einen gewissen Winkel k¢ mit konstantem
(von @ unabhangigem) Faktor k entsprechen soll. Dabei sollen die zwei Schraubenflachen gegenseitig unbe-

weglich bleiben, d.h. langs ihren Achsen gleich verschoben werden. Daher folgt, dass die die Verzahnung
bildenden Schraubenzahnréder im Falle gleicher Vorzeichen der GréBen T und T; (wenn also die beiden

Schraubenflachen Rechts- bzw. Linksschrauben sind) in derselben Richtung rotieren muissen. Andernfalls
muissen die Schraubenzahnrader in entgegengesetzten Richtungen rotieren.

Nun sei n,die gréBte ganze Zahl, fiir die die Identitit p, (4’1)5,01({1 +i—ﬂJ gilt. Solch eine Zahl existiert im-
1

T

mer, da die Funktion p, ({1) periodisch sein muss. Dann ist J_rn—1 dem Betrag nach die kleinste der Verschie-
1

bungen der Schraubenflache (2.2) langs der O,z Achse, die diese Schraubenflache auf sich selbst abbilden.

Da die Schraubenflachen (2.1) und (2.2)eine Verzahnung bilden, d.h. gegenseitig unbeweglich bleiben sollen,

missen die Gleichheiten

T
n

I
n

T
T,

n

n

=|2Ll=|=|= (2.4)

stattfinden. AuBerdem muss die Gleichheit
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Tp _Tikp (2.5)
2r  2r .

bei allen ¢ gelten.
Aus den Beziehungen (2.4) und (2.5) folgt

T
T
Da n und nynichts anderes als die Zahnezahlen der den Schraubenflachen (2.1) und (2.2)entsprechenden
Schraubenzahnrader sind, heif3t (2.6), dass die Ubersetzung einer Verzahnung bis auf das Vorzeichen mit

dem Verhaltnis der Zahnezahlen Ubereinstimmt. Das ist freilich eine langst bekannte Tatsache.
Die Schraubenflache (2.2) muss eine Schar von Schraubenlinien darstellen, deren gemeinsame Achse die

Achse O, z;sein soll, die alle denselben Schraubengang T, haben und entweder alle mit Rechtswindung oder

alle mit Linkswindung sein mussen. Dabei soll mindestens eine dieser Schraubenlinien die Schraubenflédche

(2.1) bertihren, aber keine von denen darf diese Schraubenflache schneiden.

Berihrt irgendeine Linie die Schraubenflache (2.1) im Punkt M, ({0,20), so liegt die Tangente an die betrach-

tete Linie zum Punkt M, in der Tangentialebene an die Schraubenfliache (2.1) zum Punkt M, . Diese Tangen-

tialebene wird eindeutig durch zwei ihr gehérende nichtkollineare Vektoren bestimmt. Wir wahlen flr diesen
ox dy 9z dX dy 9z

Zweck die Vektoren {—,——,——: und s—,—,—— aus, wobei die partiellen Ableitungen im Punkt M,zu
0z 0z 0z 0§ d¢ 9¢

n
n

|k|= (2.6)

nehmen sind.
Aus den Gleichungen (2.1) folgt

X _ p’(C)COS(&%”zj— p({)sin(§+2$zj

5"
3_}5/ = p’({)sin(§+2$zj+p(§)cos(§ +2—77_[z] (2.7)
92 _y

a¢

o -2 pleein{ ¢+ 22|

g—}zl= 2—77_[/)({)003(§+2Tﬁzj (2.8)
9z _,

0z

Hieraus ergeben sich zwei nichtkollineare Vektoren, die die Tangentialebene zum Punkt M, der Schrauben-
flache (2.1) bestimmen, und zwar

,0'(;0 )COS({O +2Tﬂ-zoj_ﬂ(§o)3in(;o +2Tﬂzoj —ZTEP(go)Si”(go +2Tﬂ-zoj
pico)sin Co+ 220 | pltoloos( o+ o f | 2 plcyloos{ 6342 2 29)

1

6 Schriftenreihe der Georg-Simon-Ohm-Hochschule Nirnberg



Beitrag zur geometrischen Synthese von Verzahnungen

Beriihrt eine der die Schraubenflache (2.2) bildenden Schraubenlinien im Punkt M, ({y,Z2,) die Schraubenfla-
che (2.1), so ist ein Richtungsvekior 7 der Tangente an diese Schraubenlinie zum Punkt M, zu zwei Vekto-
ren (2.9) komplanar, d.h. das Spatprodukt dieser drei Vektoren ist Null. Wir ermitteln jetzt die Ausdricke flr

die Koordinaten des oben erwdhnten Vektors 7.
Der Radius rydes Drehzylinders, auf dem die Schraubenlinie, die der die Schraubenflache (2.2) bildenden

Schar gehért und durch den Punkt M, geht, liegt, ist der Entfernung des Punkts M,von der Achse O,z
gleich, namlich

2

o =\/[L—p(§o )003(4“0 +27”zojr {p(go)sin[go +2—77_[20H =

JL 0 (Go)-2Lpleo)oos( 60+ 2z | (2.10)

Den Anstieg ¢ der entsprechenden Schraubenlinie ermittelt man aus der Beziehung

tans=_ - T , (2.11)

2 fo 2ﬁJL2 +p2(§o)—2LP(§o)COS(§o "‘277-[20]

woher folgt
2 2 r
szL R
cosd = (2.12)
\/4”2 {LZ +p2(§o)—2Lp(§o)cos[§o +2T”zoﬂ+ T2
sing = i (2.13)

\/4”2 [Lz +P2(§o)—2LP(§o)COS(§o JF277.[ZOH+T12

Die Koordinaten des Punkts M, im Koordinatensystem O, x;y,z; erhdlt man, indem man in den Gleichungen

(2.2) p,(Zy) durch ry, z, durch z,und den Ausdruck ¢, +27_—7[z1 durch den Winkel (firr eine AuBenverzah-
1

nung)

P((o)sm(go +277-[Zoj

&40 = arctan 5 +7T (2.14)
p(g“o)cos[g“o +77-[ZOJ_L

ersetzt.
Es ergibt sich aus (2.14)

P(fo)cos(go +27{[ZOJ_L

cos &y = > (2.15)
Ji o teo)-aLotcaleos( 60+ 2 2
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p({o)sin(go +277_[zoj

sindyo = 2
JL2+p2(;o)—sz(;o)cos[;o =

(2.16)

Der Vektor 7 ist dem Vektor {—cosﬁ sindyp,C0S¥COS §1O,sinz9} kollinear. Man kann deshalb annehmen,

dass
. 2r
—2ﬂp(§o)5'”[§o +720j

27{,0({0)008[(0 +2T”zoj—L} (2.17)

T,

N\
Il

Die Bedingung der Komplanaritdt der Vektoren (2.9) und des Vektors 7 lasst sich nun folgendermaBen
schreiben:

P((o)Sin(fo +277[Zo] P(Co)Sin(fo +2—77-[Zoj P(Co)Sin(fo +2—77-[Zoj—/)/(§o)003(§o +2T”Zoj

P(§0)003(§0+2_7{[ZOJ—L p({o)cos(§0+2$zo] P((o)cos(go"‘2_77-[20]"‘/)/(;0)9”(%"‘2?”20] =0

I T

— 0
2r 2r

(2.18)

Nach einfachen Umformungen kommt man von der Gleichung (2.18) zur Gleichung

T,-T
=

p6o)pléo)+ L{p'(;o Joos{ o+ 22 2, |- pldo)ein{ ¢+ 2 2 ﬂ -0 (2.19)

Anmerkung: Man achte auf die Vorzeichen der GréBen T und T; !
Ersetzt man in (2.19) {,und z,durch entsprechende laufende Werte dieser Parameter, so erhalt man die
Gleichung

T,-T
-

PQ)ple)+ L{p'mcos[; +222)- ple)oin¢ 27”]} “0 (2.20)

Die Gleichung (2.20) beschreibt die Menge der Punkte, in denen die Schraubenflédche (2.2) die Schraubenfla-
che (2.1) beriihren kann." Aus der Gleichung (2.20) kann z ausgedriickt werden, und zwar

! Die Beriihrung muss aber nicht unbedingt in allen Punkten der durch die Gleichung (2.20) beschriebenen Menge statt-
finden.
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p({) , 2r p'(¢) or
sin| {+—2z |- cos| C+55z =
VPQE +lp () ( T ] V@R +[p ()P ( T j

n-T :

= P (&)p(¢)
TLPC)R +[p (O

sin| £+ 2% 7—arc ) = hoT ’ .
¢+ a2 T ) e21)

Die Gleichung (2.21) ist genau dann lésbar, wenn die Ungleichheit

<1 (2.22)

Ul =)o)

T LR +[o(¢)

erfallt ist. Ist (2.22) erfullt, so ergibt sich aus (2.21)

27 TLylpQ)P + o)

Fir den Wert ¢, des Parameters ¢ sei ein ihm entsprechender Wert z,des Parameters z gefunden. Dann
beriihren sich im Punkt M, ({0,20) die Schraubenflache (2.1) und die Schraubenlinie, deren Gleichungen im
Koordinatensystem O, x4z,

=T laresin hoT ’ +arcan’0,(§)—
z= S[ 2p(é)p(i)] tan’ 5= ¢

Xy = Iy COS &
Y1 =rysing; (2.23)

T
Z4 =§(§1 —§1o)+zo

sind.

In den Gleichungen (2.23) muss rydurch den rechten Teil der Formel (2.10), {1o aber durch den rechten
Teil der Formel (2.14) ersetzt sein, wobei in beiden Fallen die entsprechenden Werte der Parameter ¢, und
Z, substituiert sein sollen. Die GrdBe ¢ in den Gleichungen (2.23) ist ein unabhangiger Parameter.

Um zu ermitteln, ob die Schraubenlinie (2.23) die Schraubenflache (2.1) schneidet, formen wir die Gleichun-
gen (2.23) s0 um, dass z; den unabhangigen Parameter darstellt:

2r
Xy =T COS{T(A -20)+ 510}

1

Y1 :rosin{$(z1—zo)+g“m} (2.24)
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Alle Uibrigen Bezeichnungen behalten ihren friiheren Sinn. Wenn die Schraubenlinie (2.24) die Schraubenfla-
che (2.1) schneidet, ergeben sich die Koordinaten der DurchstoBpunkte aus dem Gleichungssystem, wobei
auf die Vorzeichen der GréBen T und T, geachtet werden soll:

1

p({)cos({ +2Tﬂzj =1, 003{27_—7[(2—20% §1O}+L
(2.25)
p({)sin(§+27ﬁz]= Iy Sin[ZT—ﬂ(Z—Zo)‘Ir 510}

1

Erhebt man sowohl die rechten als auch die linken Teile der Gleichungen (2.25) ins Quadrat und addiert an-
schlieBend die Gleichungen miteinander, so erhalt man die Beziehung

[p()f =r2+12+2Lr, cos[?(z—zohg”w},

1

woraus folgt

5 {
Z=——< arccos
2r
Substituiert man jetzt den rechten Teil dieser Beziehung in die zweite der Gleichungen (2.25), so erhalt man
die Gleichung

P& )Cos{ ¢+ ?{ arccos—[’o(g)]z L—rroz L —Co } + 2—77_[ zo} = —[p(g)]:—[oz +L (2.26)
0

beziiglich { . Besitzt diese Gleichung einige Wurzeln im Bereich 0<¢{ <27, so schneidet die Schraubenlinie
(2.23) die Schraubenflache (2.1) und muss deshalb als untaugliche erkannt werden. Andernfalls darf die
Schraubenlinie (2.23) in die Schar die Schraubenflache (2.2) bildenden Schraubenlinien eingeschlossen sein.
Das Problem, ob sich die Schraubenfldchen (2.1) und (2.2) in jeder unzul&ssigen gegenseitigen Anordnung

schneiden, kann erst dann geldst werden, wenn alle tauglichen Schraubenlinien gefunden worden sind. Dies
ist darauf zurlick zu flihren, dass wenn in einer der unzulassigen gegenseitigen Anordnungen die Schraubenli-
nie (2.23) die Schraubenflache (2.1) nicht schneidet, so kann dies doch fiir eine andere der die Schraubenfla-

che (2.2) bildenden Schraubenlinien der Fall sein. Es wird aber nicht gefordert, dass in jeder unzuléssigen
gegenseitigen Anordnung alle die Schraubenflache (2.2) bildenden Schraubenlinien die Schraubenflache
(2.1) schneiden.

Wir nehmen an, dass N taugliche Schraubenlinien ermittelt und durch entsprechende Gleichungssysteme
(i=12...,N)

2r
Xy = Iy COS{?(% _in)+ $hoi }

1

Y1 ="y sin {%(21 - ZOi)+ $ioi } (2.27)
1
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definiert sind. Nimmt man in allen diesen Systemen flr den Parameter z; einen und denselben Wert, so er-
halt man die Koordinaten N Punkte eines Stirnquerschnitts der Schraubenflache (2.2). Geht man von den
Gleichungssystemen (i=12,...,N)

X1 =I5 COS ¢4

T
Z4 =§( 1—§1Oi)+20i

mit dem Parameter ¢ aus und nimmt man in allen Systemen einen und denselben Wert fiir diesen Parame-
ter, so erhalt man die Koordinaten N Punkte eines Axialquerschnitts der Schraubenflache (2.2).
Es ist glaubenswert, dass bei einer genligend groBen Zahl N die Schraubenflache (2.2) mittels dieser Punkte

mit hinreichender Genauigkeit wiederaufgebaut sein kann. Eine wesentliche Anmerkung soll hinzugefiigt sein:
die Menge der gefundenen Schraubenlinien kann durch eine beliebige Menge von Schraubenlinien ergénzt
werden, von denen jede alle an die die Schraubenfléache (2.2) bildenden Schraubenlinien gestellten Forderun-

gen erflllt, aber keine die Schraubenflache (2.1) schneidet. Die Bedeutung dieser Anmerkung liegt darin,
dass eben diese zusatzlichen Schraubenlinien die Schraubenflache (2.1) méglicherweise in jenen unzulassi-

gen gegenseitigen Anordnungen schneiden, in denen die anderen Schraubenlinien sie nicht schneiden kon-
nen.

3. Fourierentwicklungen fiir den Polarwinkel und den Polarradius eines

Zahnprofils

Die zweite wesentliche Besonderheit dieses Werks riihrt von der Vermutung her, dass Fourierreinen das am
besten fir analytische Beschreibung der Geometrie eines Zahnrades geeignete, wie von der Natur selbst dafiir
erschaffene Mittel sind. Namlich mittels einer Fourierentwicklung kann das ganze Profil des Zahnrades be-
schrieben werden. Diese Mdglichkeit behalten wir fernerhin stets im Auge. Eben Fourierentwicklungen sollen
am meisten die im vorigen Abschnitt als p({) bzw. p; ({1) bezeichneten Funktionen darstellen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Fourierentwicklung fir das Profil einer Zahnstange. Dabei soll das Profil
eines Zahnes eine Symmetrieachse haben. Wird der Koordinatenursprung auf einer dieser Symmetrieachsen
gewdhlt, so stellt das Profil der Zahnstange das Bild einer geraden periodischen Funktion dar, deren Fourier-
reihe die Form

i+Zak cos kx (3.1)
N

hat.
Im allgemeinen Falle soll eine solche Funktion die Periode T haben und durch die Ausdriicke

H , wenn 0<x<ag ist
H-nh .
f(x)=14H - (x-—a), wenn a<x<b ist (3.2)
h , wenn b SX<% ist

definiert sein. So gilt fiir die Fourierkoeffizienten

%

ay :% .[ f(x)cos(kzLTXj ax (k=012...)
0

Schriftenreihe der Georg-Simon-Ohm-Hochschule Nirnberg 11



Beitrag zur geometrischen Synthese von Verzahnungen

Hieraus ergibt sich

b 2
a5 == Hb—H_hj(x—a)dx+h(I—b] _4 Hb—H_h(b_—a)+h(I—bj =
T b-a A 2 T b-a 2 2
_ 4 2Hb-Hb+hb+Ha-ha+hT -2hb _i(H—h)(a+b)+hT_g[(H_h)(a+b)+hT]
T 2 T 2 T
7

b
H_hJ-xcos k@ dx+h
b-a A T

cos[ kmjdx
T

T . (2rk . (2rk T2 2rk 2rk
=——| bsin| ——b>b |—asin all+ cos| —b |-cos| —a
2k T T 4K2r? T T

Setzt man in den Ausdruck fur a, anstelle der Integrale die eben erst ermittelten Formeln ein, so ergibt sich fur
k=12,...

4| T . ( 2mk T Hb-ha| . ( 27k . [ 2mk
ag=— Hsin a |+ sin b |-sinf —a | |-
T |2kz T 2kz b-a T T

T H-h . ( 2rk . [ 2wk
T bsin| ——b |—asin| —a |+
T T

2kzx b-a

T 27 k 2w k T . ( 27k
cos| ——b |-cos a ||y hsin b|t=
2kx T T 2k T
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Beitrag zur geometrischen Synthese von Verzahnungen

T H-h 2rk 2w k
= cos al-cos| —»>b | |=
k272 b—a{ [ T j ( T H
2T H-h Tk Tk
—sin b+a) |sin b-a) |
" K2z% b-a {T( )} [T( )}

Das endgdltige Ergebnis ist

f(x):(H—h)(a+b)+Th+

T
i—zlz::g;—zsin{”—f(b+a)}sm{ - (b- a)}cos[iTkxj (3.3)

Handelt es sich um das Bezugsprofil der genormten Zahnstange des Moduls m, so wéhlen wir als y -Achse
die Zahnmittellinie, als x -Achse aber die Profilbezugslinie. Dann gelten flr das Profil die folgenden Formeln

m , wenn 0<x<04214279 m st
y(x)=42157864 m—-2,7474774 x , wenn  0,4214279 m < x < 1,240361m ist (3.4)
-125m , wenn 1240361 m< x < 1570796 m ist

Die Periode der Funktion y(x) ist 7 m. Die entsprechende Fourierentwicklung ist

y(x)= 005983134+17490984Z sin 1661789"2(32'”(08189331") cos (z—kx”.(s.s)
k=1

Im Falle eines Zahnrades wird das Problem etwas komplizierter, denn der Radiusvektor des Zahnprofils darf
auch eine mehrdeutige Funktion des Polarwinkels sein. Diese Schwierigkeit rAumt man aus dem Wege indem
man den expliziten Rechenausdruck des Radiusvektors als Funktion des Polarwinkels durch Parameterdarstel-
lungen des Radiusvektors und des Polarwinkels ersetzt. Am besten geeignet fir die Aufgabe solch eines Pa-
rameters scheint die Lange des Bogens des Profils zu sein. Sowohl der Radiusvektor als auch der Polarwinkel
sind eindeutige Funktionen dieser Léange. In den meisten Interesse erweckenden Féllen kann der Radiusvektor
als eine gerade periodische Funktion des Parameters und folglich in der Form der Fourierreihe (3.1) darge-

stellt werden. Der Polarwinkel ist dagegen keine periodische Funktion der Lange des Bogens. Wenn aber der
Radiusvektor eine periodische Funktion dieses Parameters ist, gilt das auch flr die Ableitung des Polarwinkels
nach demselben Parameter, wobei die Perioden der beiden Funktionen Ubereinstimmen. So kann auch diese
Ableitung in der Form (3.1) dargestellt werden. Integriert man die entsprechende Fourierreihe gliedweise, so

erhalt man eine Entwicklung fir den Polarwinkel.

Die Anwendung dieses Verfahrens wird am Beispiel einer Kreisevolvente, und zwar des dem Bezugsprofil
entsprechenden Zahnprofils eines Stirnrades mit der Zahnezahl 45, demonstriert. Die Wahl dieser Zéhnezahl
ist darauf zurlickzufiihren, dass der Radius des Grundkreises in diesem Falle kleiner als der des FuBkreises
ist. Das bedeutet, dass der Zahn theoretisch keine FuBrundung zu haben braucht, und dass das Profil aus
einem einzigen Bogen der Evolvente bestehen kann.?

Wir wahlen die folgende parametrische Darstellung der Evolvente des Kreises mit dem Radius r in einem
kartesischen Koordinatensystem mit dem Ursprung im Mittelpunkt O des Kreises:

2 Tatsachlich gibt es eine FuBrundung (auch theoretisch) immer, wenn der Zahn mit einem der Walzverfahren hergestellt
wird. Die Form der Rundung hangt aber i.a. von der Wahl des Walzverfahrens ab.
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{x=r(cos¢+¢sin¢) (3.6)

y=r(sing—gcosg)

wobei ¢ den Walzwinkel bezeichnet. Entspricht ein Punkt der Evolvente dem Wert ¢ des Walzwinkels, so ist
der Radiusvektor des Punkts

p(9)=ry1+¢° (3.7)

und der entsprechende Polarwinkel
{(p)= ¢ —arctang. (3.8)

Daraufhin ergibt sich

ax_ Y _ssi
d¢_r¢cos¢, do rgsing,

und daraus das Differential der Bogenlange der Kreisevolvente

2 2
9 [ gse
o[ [2]wr

Die Léange des Bogens der Kreisevolvente (3.6) zwischen den Punkten mit den Werten ¢,und ¢ des Wéalz-
winkels betragt somit

/:rjtdt:£(¢2— 2) (3.9)

Jetzt wird es mdglich, den Polarwinkel und den Radiusvektor eines beliebigen Punkts der Evolvente durch die
Lange eines sich an diesen Punkt schlieBenden Bogens auszudriicken. Die Lange | des Bogens soll von dem
dem Walzwinkel @, entsprechenden Punkt der Evolvente gemessen werden. Aus (3.9) folgt dann

b= %woz (3.10)
p(l)=r 1+27’+¢§ (3.11)

§(/):1/%+¢02 —arctanW/%+¢02. (3.12)

In den Formeln (3.10)— (3.12)nimmt man die positiven Werte der Quadratwurzeln.
Der Radius des Teilkreises eines Stirnrades des Moduls m mit der Zahnezahl 45 ist

=M _o5m. (3.13)
>

Der Radius des Grundkreises dieses Stirnrades ist

r = 22,5mcos 20° ~ 21,143084 m. (3.14)
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Der Radius des FuBkreises ist
r,=225m-125m=2125m. (3.15)

Den Walzwinkel der einem zu dem FuBkreis gehdrenden Punkt der Evolvente entspricht findet man aus der
Gleichung

21,25 m = 21143084 m/ 1+ ¢Z

woraus

2
do = | —2¥22_ 1 _1-01006933.
21143084

Der diesem Punkt entsprechende Polarwinkel ist

¢ (¢, )= @, —arctang, ~ 0,1006933 — arctan 0,1006933 ~ 0,0003383.

Den Walzwinkel der einem zu dem Kopfkreis gehérenden Punkt der Evolvente entspricht findet man aus der
Gleichung

(225+1)m=21143084 m,/ 1+ ¢?

woraus

2
o = _235 —-1=0,4851553.
21,143084

Der entsprechende Polarwinkel ist

¢ (¢4 )= ¢4 —arctang, = 0,4851553 —arctan0,4851553 = 0,03345383.

Den Waélzwinkel der einem zu dem Teilkreis gehérenden Punkt der Evolvente entspricht findet man aus der
Gleichung

225m =21,143084 m,/ 1+ ¢?

woraus

2
6, = —225 | _1~03639702.
21143084

Der entsprechende Polarwinkel ist

¢(p,)=90, —arctang, = 0,3639702 — arctan 0,3639702 ~ 0,01490438.

Sowohl der Winkel {(47)0) als auch die Winkel §(¢1) und {(gi)t) werden vom Anfangspunkt der Evolvente

gemessen.
Die GroBe des Polarwinkels, der den zwischen dem Teilkreis und dem Kopfkreis liegenden Teil der Evolvente
umfasst, ist
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¢ oq)-¢(0,)=003345383 -0,01490438 = 0,01854945 .
Der Polarwinkel, der eine Hélfte des zu einem Zahn gehdérenden Kopfkreisbogens umfasst, ist

9—”(') —0,01854945 ~ 0,01635714.

Der den Bogen der Evolvente umfassende Polarwinkel ist
0,03345383 - 0,0003383 =~ 0,0331155 .

Der Polarwinkel, der eine Halfte des zu einer Zahnllicke gehdrenden FuBkreisbogens umfasst, ist
4—’; —~0,01635714 —0,0331155 ~ 0,0203405.
Jetzt stellen wir fest, dass die halbe Lange des zu einer Zahnliicke gehérenden FuBkreisbogens

( 457’" -125m jo,0203405 ~ 0,4322356 m (3.16)

ist, die Lange einer halfte des einem Zahne gehdérenden Kopfkreisbogens

( 452m + m]o,m 635714 ~ 0,3843928 m (3.17)

ist und die Lange des Bogens der Evolvente

21143084 M 40515532 — 010069332 ) ~ 23810974 m (3.18)

ist.
Also ist die gesamte Lange einer Hélfte des Zahnprofils

(0,4322356 + 0,3843928 + 2,3810974 )m = 3,1977258 m. (3.19)

Die ermittelte GréBe betragt eine Halfte der Periode der Funktion, die den Radiusvektor eines Punkts des
Zahnprofils durch die Lange eines Bogens des Profils ausdriickt. Dasselbe gilt, wie gesagt, auch fir die Ablei-
tung (nach der Lange des Bogens) der Funktion, die den Polarwinkel des Punkts durch die Lange des Bogens
ausdruckt.

Folglich kbnnen sowohl der Radiusvektor als auch die erwahnte Ableitung in der Form der Reihen

(1) =2+ a,cos| ——22K /]|
2 L 2-31977258 m

%, Zak cos( 0,9824459 kij
2 15 m

dargestellt werden. Weiterhin erfolgt die Berechnung der entsprechenden Fourierkoeffizienten mittels der For-
meln

3,1977258 m

ay 2 j f(l)cos(L / jd/

- 3,1977258 m 3,1977258 m
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Wir schreiben jetzt die Ausdriicke fiir den Radiusvektor p und den Polarwinkel ¢ als Funktionen der Bogen-
lange /| im Intervall 0</<3,1977258 m auf.

Wird die Lange des Bogens von der Mittellinie der Zahnlicke gemessen, so entspricht dem FuBkreis der Be-
reich der Werte 0 </<0,4322356 m. Fir diesen Bogenlangenbereich gilt

0,0203405 / /
l)=2125m; l)=————=0,0470588 —. 3.20
pU) m 10 0,4322356 m m ( )

Der Gesamtbetrag der dem FuBkreis entsprechenden Bogenléange und der der Evolvente ist

(0,4322356 +2,3810974 )m = 2813333 m.

Fir das Segment 0,4322356 m</<2,813333 m stellt das Profil des Zahnes den Bogen der Evolvente des
Grundkreises dar. Dem Anfangspunkt dieses Bogens entspricht der Walzwinkel ¢, = 0,1006933,dem End-
punkt aber der Wélzwinkel ¢, = 0,4851553.Fir den Walzwinkel ¢ und die Bogenlange /gilt in diesem Falle
das Verhéltnis

/-0,4322356 m = w (¢2 —0,10069332 ) (3.21)

oder unter Berlicksichtigung des Verhaltnisses (3.7)

2
/-04322356 m = 2143084 m pll) ~1-010069332 |,
2 21143084 m

woraus folgt:

2(/-0,4322356 m) R

1+0,10069332 =
21143084 m

p(/)=21,143084m\/

=21143084 mJ 0,9692524 + 0,09459358 L
m

Aus (3.21) folgt

o= J 0,09459358 1 0,0307476.
m

Dem ermittelten Wert des Wélzwinkels entspricht der Polarwinkel

Co = J 0,09459358 # —0,0307476 — arctan \/ 0,09459358 # —-0,0307476,

der vom Anfangspunkt der Evolvente gemessen wird. Wenn von der Mittellinie der Zahnliicke gemessen wird,
ist der Polarwinkel des Anfangspunkts der Evolvente

T

T
- =—-0,01490438 = 0,02000221.
(=45 o) o

Endgultig erhalten wir fiir das Segment der Bogenlangen 0,4322356 m </ <2,813333 m
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p(1)=21143084 mJ 0,9692524 + 0,09459358 1
m

¢ (1)= 002000221 + J 0,09459358 # ~0,0307476 - (3.22)

—arctan J 0,09459358 L 0,0307476
m

Zum Schluss gilt flir die Bogenldngen 2,813333 m</<3,1977258 m p =235m. Der Polarwinkel wachst in
diesem Abschnitt linear vom Wert 0,02000221 + 0,03345383 = 0,05345604 bis zum Wert 4—7; =~ 0,06981317.

Hieraus ergibt sich der Ausdruck fiir den Polarwinkel, der der Bogenlénge [ entspricht,

1-2,813333m /

£(1)=0,05345604 + =~ 0,0425531 9; —-0,06626026.

)

Also gilt fir die Bogenlangen 2,813333m</<3,1977258 m

p(1)=235m;  ¢(/)=004255319 # —0,06626026. (3.23)

Jetzt ermitteln wir den Rechenausdruck fiir die Ableitung des Polarwinkels nach der Bogenléange des Profils. Im
allgemeinen qilt fir eine beliebige differenzierbare Funktion f( t) der Variablen t

%[f(l‘)—arctanf(t)]:f’(t) Ft)  _L()Pe(t)

1+ [f(OF  1+[f(0)F

Im betrachteten Falle ist es die Funktion

f(1)= \/ 0,09459358 1 0,0307476
m

df _ 0,09459358

2 mJ 0,09459358 1 0,0307476
m

Fir 0</<04322356 m gilt

d¢ (1) 00470588

- 3.24
dl m ( )
Fur 2813333 m</<31977258 m gilt
d¢ (/) _ 004255319 (3.25)

dl m

Fur 0,4322356 m</<2,813333 m erhalten wir
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/
009459358 ~00307476 0,04729679

ag(l)_
dl 0,09459358 # +0,9692524 m\/ 0,09459358 1 0,0307476
m

0,09459358 # —-0,0307476

~0,04729679 \/
B !

: (3.26)
m 009459358 +0,0692524

Wir verflgen jetzt Uber alle fir die Berechnung der uns interessierenden Fourierkoeffizienten notwendigen

analytischen Terme.
Berechnen wir zunéchst den Koeffizient a, der Fourierentwicklung der Funktion p(l).

4 0,4322356 m
P S— j21,25 mdl +
2.31977258 m
2,813333 m 3,1977258 m
21143084 m j 0,9692524 + 0,09459358 — dl + J' 235mdl | =
0,4322356 m m 2,813333 m
-2 [21,25 .0,4322356 m?® +23,5(3,1977258 —2,813333 )m? +
31977258 m
o 2813333
21143084 m~ | 0,9692524 +0,09459358 u d (0,9692524 +0,09459358 u )]:
0,09459358
0,4322356
om ) 2,813333
=— =~ 1182182373 + 2235149996 - = (0,9692524 + 0,09459358 u )é =
31977258 3 04322356
__2m__ [18,2182373 +149,001(1,3730886 —1,0152472 ) |~ 2223712 m.
31977258
%0 ~ 223712 m. (3.27)
Fir die Koeffizienten a, (k = 1,2,...) derselben Fourierentwicklung gilt
0,4322356 m
a, =; 21,25 mcos kL al +
2.31977258 m 2.3,1977258 m
2,813333 m ] o)
21143084 m j J 0,9692524 +0,09459358 — cos| k————' |l +
m 2.31977258 m
0,4322356 m

3,1977258 m

235moos| ke 2FL g |=
2.31977258 m
2,813333 m
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0,4322356
=0,6254445 m[ 21,25 J' cos (0,9824459 k u )du +
0

2,813333
21143084 j J/0,9692524 +0,09459358 u cos (0,9824459 k u ) du +
0,4322356

235 j cos (0,9824459 k u )du

3,1977258
2,813333

2125 sin(0,42464809 k )— 235 sin(2,7639475 k )+

=0,6254445m| ———— _—
[ 0,9824459 k 0,9824459 k

2,813333
21143084 j J/0,9692524 +0,09459358 u cos (0,9824459 k u ) du ] =
0,4322356

sin(0,42464809 k ) sin(2,7639475 k ) .

—23,9198922

=0,6254445 m{ 21,6295897

2,813333
21143084 j \J 09692524 +0,09459358 u cos (0,9824459 k u ) du ] (3.28)
0,4322356

Die folgende Formel stellt die Fourierentwicklung der Funktion p(/) dar

sin(0,42464809 k ) 14.960565 sin(2,7639475 k ) s

l)= 223712 13,5281705
pl1)=m| z2amiz s 3| : s

k=1

2,813333
13,2238256 j J0,9692524 + 0,09459358 u cos (0,9824459 k u )du ] x cos[ 0,9824459 k# ] } (3.29)
0,4322356

Wir ermitteln jetzt die Koeffizienten der Fourierentwicklung der Ableitung des Polarwinkels nach der Bogenlan-
ge des Zahnprofils.

3,1977258 m

PN S aell) g
2.31977258m al
2
- [¢(31977258 m)-¢(0)]=
31977258 m Lt )-¢(0)]
-2 004255319 31977258 m-0,06626026 | ~ 204366427
31977258 m m
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3, 0,02183213
2 m '
Far k=12,... gilt

(3.30)

4

T 2.31977258 m

0,4322356 m
ay

0,0470588 cos| K or o+
2-3,1977258 m

3,1977258 m

0,04255319 2r
————————cos| k I +
m

I —
2-3,1977258 m
2,813333m

2,813333m 0,09459358 L —0,0307476
m

0,04729679 \/ . ( or / ] ) } i
0as2ssem 009459358 | + 09692524 2-31977258 m
m

_ w 0,4322356 m

> [ 0,0470588

cos( 0,9824459 ki j al +
m

m 0

3,1977258m |
0,04255319 j COS( 0,9824459 k— j al +
2,813333m m

0,09459358 % —-0,0307476

2,813333m \/
0,04729679 |
0,4322356m 0,09459358 — + 0,9692524
m

cos( 0,9824459 ki j dl } =
m

_0,6254445 [ 0,04789964 m

2 k

sin(0,42464809 k )—
m

004331352 m (576394747 K )+

2812333 [0,09459358 1 — 0,0307476
0,09459358 u + 0,9692524

0,04729679 m

cos (0,9824459 ku )du] =
0,4322356

004789964 51 Os42‘:(64809 k)

_ 0,6254445
m

004331352 sin(2,76394747 k ) .

(3.31)

2812358 [ 0,09459358 1 — 0,0307476
0,09459358 u + 09692524

0,04729679

cos (0,9824459 ku )du |.
0,4322356

Also ist die Fourierentwicklung der Ableitung des Polarwinkels nach der Bogenlange des Zahnprofils
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[o,o 4789964 S|n(0,424;;64809 k)

ag (/) _ 002183213 | 06254445 Z

d m m p

-

sin(2,76394747 k) .

. (3.32)

0,04331352

2818998 [0,09459358 u—0,0307476

0,09459358 u + 0,9692524
0,4322356

0,04729679 cos (0,9824459 k u )du ] X cos[ 0,9824459 k# ]

Integrieren wir (3.32) gliedweise im Intervall (0,/), so entsteht eine sozusagen gemischte Entwicklung fur den
Polarwinkel

sin(0,42464809 k) 004331352 5" (2,76394747 k) s

Kk? k2

+0,6366198 z { 0,04789964
k=1

0,02183213 /
f(1)="
m

004729679 >*'¥% [0,09459358 u — 0,0307476

k 0,09459358 u + 0,9692524
0,4322356

cos (0,9824459 ku )du ] x sin[ 0,9824459 k# ]

oder

(1)

o

_ 002183213/ 5
m k=1

, 003011007 2818333 [0,09459358 u — 0,0307476

0,09459358 u + 0,9692524

sin(0,42464809 k ) sin (276394747 k )
2 k2

— 0,02757424 + (3.33)

[ 0,03049386

cos (0,9824459 ku )du ] X sin( 0,9824459 Kk j
0,4322356 m

Durch den Faktor %{2 konvergiert die Reihe (3.33) relativ schnell. Differenzieren wir dagegen gliedweise die

Reihe (3.29), um die Ableitung der Funktion p(/) und daraus die in der Gleichung (2.21) erscheinende Ab-
leitung p’( {) zu berechnen, so entsteht die Reihe

% = —Z [13,2906956 sin(0,42464809 k )— 14,6979458 sin (2,7639475 k ) + (3.34)
k=1
2,813333 /
129916932 k j \/ 0,9692524 +0,09459358 u cos (0,9824459 k u )du |x sin( 0,9824459 k; ]
0,4322356

die infolge ihrer langsamen Konvergenz praktisch nicht verwendbar ist.
Doch im Falle der Kreisevolvente braucht man eigentlich die Ableitung p’( {) nicht zu berechnen. Es ist leicht

ersichtlich, dass

P'(g)P(g) (3_35)
V(O +1p()P

dem Betrag nach nichts anderes ist als die Projektion des Radiusvektors des Punkts der Kurve auf die Tangen-
te zu demselben Punkt. Das Vorzeichen ist von dem Vorzeichen der Ableitung p'(é’) bestimmt. Wenn es
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sich um eine Kreisevolvente handelt, ist die oben erwahnte Projektion (unabhangig von der Wahl des Punktes)
dem Radius des Grundkreises gleich. Fir einen Kreisbogen gilt natirlich p’({ ) =0.

So kann der Wert des Rechenausdrucks (3.35) immer ermittelt werden, wenn die Fourierkoeffizienten der der
Funktion

0, wenn 0 < x < 0,4322356 st
f(x)=11, wenn  0,4322356 < x < 2,813333 st (3.36)
0, wenn 2813333 < x < 3,1977258 st

entsprechenden Sinusreihe vorhanden sind. Diese Reihe konvergiert schnell genug, um praktisch verwendbar
Zu sein.
Durch ebenso einfache Uberlegungen gelangt man zum Schluss, dass im Falle der Kreisevolvente

b\
LA
N

arctan =——arctan¢

p(¢) 2

gilt, wobei ¢ der entsprechende Wé&lzwinkel ist, dessen Rechenausdruck die Formel (3.10) darstellt. So las-

sen sich die Werte der Funktion arctan P ((gi berechnen, wenn die Fourierkoeffizienten der der Funktion
P
0, wenn 0 < x<0,4322356 st
f(x)={arctan,/ 0,09459358 x - 0,0307476,  wenn 04322356 < x < 2813333 st (3.37)
0, wenn 2,813333 < x < 3,1977258 st

entsprechenden Sinusreihe bekannt sind. Auch diese Reihe erweist sich praktisch als verwendbar.
Alle oben angefiihrten Uberlegungen gelten offensichtlich auch im allgemeinen Falle, d.h. im Falle eines un-
symmetrischen Zahnprofils, wenn man nur von der allgemeinen Form der Fourierreihen ausgeht.

4. Ein Beispiel der Anwendung des allgemeinen Verfahrens

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie die in vorhergehenden Kapiteln abgeleiteten Gleichungen und Formeln auf
die Synthese einer konkreten Verzahnung angewandt sein kénnen.
Gehen wir ndmlich von dem durch die Fourierentwicklungen (3.29) und (3.33) definierten Profil als dem

Stirnquerschnittsprofil eines Zahnrades aus, dessen Zéhne eine Schraubenflache mit Rechtswindung bilden
und auf dem Teilzylinder den Anstieg 75° haben. Der Schraubengang dieses Zahnrads muss

T =45mrtan75° = 527,60625 m

sein (wobei m wie Ublich den Modul des Zahnrades bezeichnet). Gesucht wird der Stirnquerschnitt des
Schraubenzahnrades, das 60 Zahne hat und mit dem gegebenen Zahnrad eine AuBenverzahnung bildet. Da

diese Zahnrader in entgegengesetzten Richtungen rotieren missen, muss der Schraubengang des zweiten
Schraubenzahnrades

T, = —@T =—703,47500m
45

sein, da die GréBen T und T, in diesem Falle mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen werden sollen.

Wir nehmen an, dass der Achsabstand der die Verzahnung bildenden Zahnréader

L=@m=52,5m

sein soll. Ferner ist
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T,-T _(-70347500-527,60625)m _0,0444444444

TL 52760625 -525m> m

Substituiert man die soeben ermittelten GréBen in den Rechenausdruck fiir z, so ergibt sich

0,0444444444 P’(()p({) + arctan '0/(4)_; | (4.1)
mo (0P +[p(C)F p(¢)

Durch Verwendung von Fourierreihen I&sst sich die Berechnung des rechten Teils der soeben gewonnenen
Formel fir alle Werte von ¢ in einheitlicher Weise ausfiihren. Die notwendigen Fourierkoeffizienten wurden in
4 Dateien gespeichert.

Die erste Datei enthalt die ersten 10000 Fourierkoeffizienten der der Funktion (3.36) entsprechenden Sinus-

reihe. Die zweite Datei enthalt die ersten 10000 Fourierkoeffizienten der Sinusreihe der Funktion {( //m). Alle

Fourierkoeffizienten wurden mit doppelter Prazision berechnet. Das Integral, fir dessen Integrandfunktion kei-
ne Stammfunktion in geschlossener Form gefunden werden kann, wurde mittels Simpson’scher Regel berech-
net. Das Integrationsintervall wurde dabei in 8192 Teilintervalle zerlegt.

Die dritte Datei enthalt die ersten 15000 Fourierkoeffizienten der der Funktion (3.37) entsprechenden Sinus-

reihe. Die vierte Datei enthlt die ersten 15000 Fourierkoeffizienten der Kosinusreihe der Funktion p(//m).

Auch diese zwei Dateien enthalten mit doppelter Prazision berechnete Fourierkoeffizienten. Die Integrale, fir
deren Integrandfunktionen keine Stammfunktionen in geschlossener Form gefunden werden kénnen, wurden
mittels Simpson’scher Regel berechnet, wobei jedes der beiden letzteren Integrationsintervalle in 16384 Teilin-
tervalle zerlegt wurde.

Diese Berechnungen waren zwar aufwendig und forderten relativ viel Zeit. Doch als die Dateien vorhanden
waren, ging das Weitere schnell genug und hohe Genauigkeit wurde erreicht.

Bevor die Ergebnisse der Verwendung der Formel (4.1) gezeigt werden, bringen wir noch einige Uberlegun-

gen vor. Obwohl alle eventuellen DurchstoBpunkte der Schraubenlinie (2.24)und der Schraubenflache (2.1)
aus der Gleichung (2.26) ermittelt werden kénnen, erschwert jener Umstand die Lésung der Gleichung, dass
die Funktion arccos x nur fir —1< x <1 definiert ist. Das erzwingt bei jedem Schritt der Suche nach den Wur-

zeln der Gleichung den Wert des Arguments dieser Funktion zu Uberprifen und, falls die soeben erwahnten
Ungleichheiten nicht erflllt sind, den betreffenden Schritt zu Uberspringen. Andererseits ist die genaue Kennt-
nis der DurchstoBpunkte der Schraubenlinie und der Schraubenflache von keiner groBen Bedeutung. Stellen
wir nur fiir einen Punkt der Linie (2.24) fest, dass er innerhalb der Oberflache (2.1) liegt, so ist diese Schrau-
benlinie untauglich. .

Eine Ebene z=2Z schneidet die Schraubenlinie (2.24) in dem Punkte, dessen Koordinaten im Koordinaten-

z =83,9711427 m< — arcsin

system Oxyz

{L+ o cos{%(%—zoﬁgo } o sin{i—”(%—zo%{m } Z} (4.2)

1 1

sind. Die Gleichungen des Schnittgebildes derselben Ebene und der Oberflache (2.1) im Koordinatensystem
Oxyz sind

y=p(§)sin[§+27”2j (4.3)
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Ist (4.2) kein Punkt des Inneren der geschlossenen Kurve (4.3), so stellen wir fest, dass die Schraubenlinie in

der Ebene z=Z auBerhalb der Schraubenflache verlauft. Wenn eine ausreichend groBe Zahl von dicht ge-
nug gelegenen zu z-Achse senkrechten Ebenen solch einer Prifung unterworfen wurde, und in jeder dieser
Ebenen der entsprechende Punkt (4.2) kein Punkt des Inneren der entsprechenden Kurve (4.3) ist, kann die

Schraubenlinie (2.24) als taugliche akzeptiert werden. Es ist ja selbstverstandlich, dass ,ausreichend groBe*
und ,dicht genug” keine eindeutig definierbaren Begriffe sind. Auch kann die Entscheidung, ob der Punkt (4.2)
im Inneren oder im AuBeren der Kurve (4.3) liegt, schwierig sein, wenn der Abstand zwischen dem Punkt und

der Kurve sehr klein ist, weil mdgliche Ungenauigkeiten der Kalkulationen beriicksichtigt werden sollen. Man
muss sich ndmlich letzten Endes auf den gesunden Menschenverstand verlassen.

Wir zeigen jetzt, wie die Priifung fiir die Ebene z = Z ausgefiihrt werden kann. O und 51 seien Punkte, deren
Koordinaten im Koordinatensystem Oxyz (0,0,E) bzw. (L,O,E) sind. Den entsprechenden Punkt (4.2) machen

wir durch den Buchstaben P kenntlich. Dann bilden die Strecken 515 und (31,‘5 (far eine AuBenverzah-
nung) den Winkel
27 [~
az =7—{qo —T(Z—Zo)-
1

Kennt man den Wert a3, so kann durch Verwendung des Kosinussatzes die Lange der Strecke OP ermittelt
werden, da die GroBen (551 =L und (5115: ry schon bekannt sind. Wenn die Lange OP ermittelt ist, 148t

sich der Winkel, den die Strecken 551 und OP bilden (der fernerhin als S5 bezeichnet wird), durch Ver-
wendung entweder des Kosinus- oder des Sinussatzes ermitteln. Der Radiusvektor des Kreuzungspunktes der

entsprechenden Kurve (4.3) und des Strahls OP ist  p(¢), wobei §=/5§—277[Z ist. Ist

p(ﬂs —ZT”ZJS (5/5, so liegt P nicht im Inneren der Kurve (4.3) . Dies bedeutet, dass das Ergebnis der

Priifung fir die Ebene z=2Z positiv ist. Man kann die Priifung nach Belieben fortsetzen. Wenn es sich dage-

gen herausstellt, dass 5/5<p(ﬂz —ZT”EJ ist, so ist P ein Punkt des Inneren der Kurve (4.3) und die

Schraubenlinie (2.24) schneidet die Schraubenflache (2.1)%. Ist dabei die Differenz der beiden verglichenen

GrdBen nicht vernachléssigbar gering, so lohnt sich offenbar die Fortsetzung der Prifung nicht. Die betreffende
Schraubenlinie soll als untaugliche abgewiesen werden.

Sowohl die mittels der Formel (4.1) berechneten Werte von zals auch die Koordinaten xyund y,der Durch-
stoBpunkte der ermittelten Schraubenlinien und der Ebene z=0 sind in Tabelle 1 zusammengefasst worden.
Als MaBeinheit der Lange wird dabei der Modul der Verzahnung verwendet.

Da zwischen dem Kopfkreis eines der verzahnten Zahnrader und dem FuBkreis des andern immer ein Spiel
vorgesehen sein muB, sind fir die Synthese der Verzahnung nur die Punkte der gegebenen Schraubenflache
von Interesse, deren Abstand (gegebenenfalls) von der Achse des Zahnrades nicht kleiner als 215 m ist. Aus

der ersten der Formeln (3.22) folgt, dass dem Radiusvektor der erwahnten Lange unter andern die Léange
0,684978088 m des Bogens des Profils entspricht.* Doch zeigt die gemaB dem beschriebenen Verfahren
ausgefihrte Priifung, dass die fir die zwischen 0,7m und 1,0 m liegenden Bogenlédngen ermittelten Schrau-

benlinien die gegebene Schraubenflache schneiden und damit untauglich sind. Dabei ergibt sich sogar fir die
Bogenléngen bis einschlieBlich 0,9m ry >31m, was offensichtlich nicht akzeptabel ist. Deshalb sind die

entsprechenden Werte der Bogenlangen in Tabelle 1 fortgelassen worden. Das zeigt Ubrigens einen der Vor-

® Ist der Radiusvektor eine mehrdeutige Funktion des Polarwinkels, so wird die Priifung offenbar etwas komplizierter.
* Andere entsprechende L&ngen des Bogens kdnnen ausgehend aus der Periodizitat der geraden Funktion p (l )
ermittelt werden.
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teile der Verwendung von Fourierreihen. Man wird dadurch von der Notwendigkeit befreit eine extra Priifung
auszufiihren, um mdgliche Interferenzen der Zahne vorzubeugen. Eine solche Prifung ware unentbehrlich
gewesen, wenn Hullkurven oder Hullflachen verwendet worden waren. Es ist ndmlich auf jene Tatsache zuriick
zu flhren, dass sowohl eine Hullkurve als auch eine Hiillflache i.a. die Kurven bzw. Flachen der entsprechen-
den Schar durchdringen kann. Folgt man dagegen dem vorgeschlagenen Prinzip, so kann flr jede ermittelte
Schraubenlinie sofort und in einheitlicher Weise gepriift werden, ob sie die gegebene Schraubenflache schnei-
det. Diese Einheitlichkeit ermdglicht die Realisierung der Priifung als ein Computerprogramm, das interaktive
Arbeit erlaubt. Fur alle in Tabelle 1 angefiihrten Punkte konnten die Ergebnisse der Priifung als positive abge-
schatzt werden. Wenn auch einige Durchdringungen von den Schraubenlinien in die Schraubenflache (2.1)
stattgefunden haben, waren sie so gering, dass sie sicher auf unvermeidliche Ungenauigkeiten der Kalkulatio-
nen zurick gefihrt werden konnten.

Es ist von Interesse zu kléren, ob die durch die Koordinaten x; und y, definierten Punkte bestimmten Evol-

venten des Kreises gehdren, dessen Mittelpunkt der Punkt O; und dessen Radius
R=30c0s20° =28,1907786m sind. Wir zeigen beispielsweise wie das fiir die Punkte
(-30,726841055 m; 0,509016776 m), (-30,585022779 m; 0,566848945 m) und

(—30,453982352 m; 0.618206466 m) gepriift werden kann. Dem Radiusvektor (Abstand von O;) des ersten
Punktes
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I/m z/m Xi/m yi/m
-2,7 12,157734036 | -29,269978440 | -0,995508459
-2,6 11,341408808 | -29,329808937 | -0,980340816
-2,5 10,439680332 | -29,390806253 | -0,964901968
-2,4 9,577559211 | -29,455877085 | -0,947329476
-2,3 8,663843549 | -29,524302291 | -0,928800633
-2,2 7,725740393 | -29,595055332 | -0,908533498
-2,1 6,781003806 | -29,670916557 | -0,886526297
-2,0 5,791585026 | -29,749657806 | -0,862628895
-1,9 4,775796732 | -29,833352409 | -0,836620891
-1,8 3,738338598 | -29,92163619 -0,8081994
-1,7 2,649345119 | -30,015022045 | -0,777137814
-1,6 1,527092989 | -30,11453165 -0,74306313
-1,5 0,368492546 | -30,219823213 | -0,705607805
-1,4 -0,861032371 | -30,333356962 | -0,664103561
-1,3 -2,12910422 -30,453982352 | -0,618206466
-1,2 -3,471338897 -30,585022779 | -0,566848945
-1,1 -4,902155852 -30,726841055 | -0,509016776
1,1 4,902155852 -30,726841055 | 0,509016776
1,2 3,471338897 -30,585022779 | 0,566848945
1,3 2,12910422 -30,453982352 | 0,618206466
1,4 0,861032371 -30,333356962 | 0,664103561
1,5 -0,368492546 -30,219823213 | 0,705607805
1,6 -1,527092989 -30,11453165 0,74306313
1,7 -2,649345119 -30,015022045 | 0,777137814
1,8 -3,738338598 -29,92163619 0,8081994
1,9 -4,775796732 -29,833352409 | 0,836620891
2,0 -5,791585026 -29,749657806 | 0,862628895
2,1 -6,781003806 -29,670916557 | 0,886526297
2,2 -7,725740393 -29,595055332 | 0,908533498
2,3 -8,663843549 -29,524302291 | 0,928800633
2,4 -9,577559211 -29,455877085 | 0,947329476
2,5 -10,439680332 | -29,390806253 | 0,964901968
2,6 -11,341408808 | -29,329808937 | 0,980340816
2,7 -12,157734036 | -29,269978440 | 0,995508459
Tabelle 1

R, = \/30,726841 0552 +0,5090167762 m ~ 30,7310569 m

Schriftenreihe der Georg-Simon-Ohm-Hochschule Nirnberg

27



Beitrag zur geometrischen Synthese von Verzahnungen

entspricht der Walzwinkel

2
o, = |[ 30731096914 _ (433981995
281907786

und der Polarwinkel

Z, = 0,433981995 — arctan 0,433981995 = 0,0245281817 ,
wobei Z; vom Anfangspunkt der vermuteten Evolvente gemessen werden soll. Ebenso ergibt sich
Z, =0,0225645633

fir den zweiten Punkt und

Z5 =0,0207956891

fir den dritten. Liegen die ausgewdahlten Punkte wirklich auf der Evolvente, so muss die Differenz
Z,-7Z, =0,0245281817 —0,0225645633 =~ 0,0019636184 dem Winkel gleich sein, den die aus Punkt O,

auf den ersten und den zweiten Punkt gerichteten Strahlen bilden. Der letztere ergibt sich als

0,566848945 0,509016776
arctan

P ——— — = 0,0019670727 .
30,585022779 30,726841055

arctan

Die beiden ermittelten Werte treffen ganz genau zusammen. Nehmen wir den zweiten Punkt und den dritten,
so ergibt sich einerseits Z, — Z; = 0,0225645633 —0,0207956891 = 0,0017688742 , andererseits aber

0,618206466 0,566848945
arctan

—_— ——————— = 0,0017654795 .
30,453982352 30,585022779

arctan

Das Zusammentreffen der beiden GréBen ist wiederum sehr gut. Auf diese Art sind mehrere Paare der ermit-
telten Punkte geprift worden und alle Ergebnisse sind ebenso befriedigend ausgefallen. So bewahrheitet sich
die Vermutung, dass die Punkte, deren Koordinaten in der Tabelle 1 angeflhrt sind, zu zwei Evolventen des
oben erwéhnten Kreises gehdren.

Es lohnt sich auch die Vermutung zu priifen, dass die Berlhrungspunkte der gegebenen und der ermittelten
Schraubenflachen eine (endliche) Menge Geraden bilden. Zu diesem Zwecke sind in Tabelle 2 Koordinaten
der BerUihrungspunkte mit den entsprechenden Bogenlangen des gegebenen Profils zusammengefasst wor-
den.

Die Gleichungen der Geraden, die durch die Bogenlangen [/=-2,7m und [=-11m bestimmte Punkte ver-

bindet, heiBen
Xx—2182488671 y +1,853452064 z+4,902155852

23,29453153 —21,82488671 - 2,182495507 +1,853452064 - 12,157734036 + 4,902155852

oder

x—2182488671 y+1853452064 z+4,902155852
1,46964482 4,035947571 17,05988988

(4.4)

Gegeben seien nun die Gerade g durch ihre Gleichungen
X=X _ Y-Yo _ z-2,
k I m
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und der Punkt P(xq,Y,2,). Es ist leicht festzustellen, dass man den Abstand des Punkts P von der Gera-
den g mittels der Formel

\/(xo—)?o—kt)2+(y0—}70—lt)2+(zo—20—mt)2 (4-5)

berechnen kann, wobei fir t

(Xo —)?O)k+(y0 _}70)/+(zo —Eo)m
k2 + 1% + m?

t= (4.6)

gilt.

Fur die 15 Punkte, deren Koordinaten in der Tabelle 2 zwischen den Koordinaten der die Gerade (4.4) be-

stimmenden Punkte angefiihrt sind, wurden in dieser Weise ihre Abweichungen von der Geraden (4.4) ermit-

telt.
Die gréBte Abweichung ist ungefahr 0,00831m groB gewesen, die durchschnittliche Abweichung war ungefahr

0,000983 m, die Standardabweichung der Abweichungen war ungefahr 0,000703 m. Solche Abweichungen

kdénnen auf die unvermeidlichen Ungenauigkeiten der Kalkulationen zurtick gefiihrt werden. Somit bewahrheitet
sich auch die Vermutung, dass der geometrische Ort der einem Zahn gehdérenden Berlhrungspunkte eine
Gerade darstellt.

Aus den in den Tabellen 1 und 2 aufgefiihrten Daten folgt, dass sich die zwei die Verzahnung bildenden
Schraubenflachen mindestens entlang zwei Geraden beriihren. Diese Tatsache spricht dafir, dass die zwei
Schraubenflachen in spielloser Verzahnung nicht gegenseitig bewegbar sind, d.h. sie schneiden sich in jeder
unzuldssigen gegenseitigen Anordnung. Wir schlieBen daraus, dass die synthetisierte Verzahnung allen auf-
gestellten Forderungen gerecht wird.
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I/m z/m x/m y/m
2,7 12,157734036 23,29453153 2,182495507
-2,6 11,341408808 23,22140514 1,990638925
-2,5 10,439680332 23,14702759 1,775820774
-2,4 9,577559211 23,07089231 1,57281574
-2,3 8,663843549 22,99224868 1,356358708
-2,2 7,725740393 22,91273267 1,134171697
-2,1 6,781003806 22,82982583 0,9110341477
-2,0 5,791585026 22,74553325 0,6767395115
-1,9 4,775796732 22,65810867 0,4363166616
-1,8 3,738338598 22,56806109 0,1911337347
-1,7 2,649345119 22,47499313 | -0,0667411725
-1,6 1,527092989 22,37813482 | -0,3322612641
-1,5 0,368492546 22,27801814 | -0,60614339
-1,4 -,861032371 22,17264723 | -0,8973582123
-1,3 -2,12910422 22,06327926 | -1,197184654
-1,2 -3,471338897 21,94724884 | -1,514705536
-1.1 -4,902155852 21,82488671 -1,853452064
1,1 4,902155852 21,82488671 1,853452064
1,2 3,471338897 21,94724884 1,514705536
1,3 2,12910422 22,06327926 1,197184654
1,4 0,861032371 22,17264723 0,8973582123
1,5 -0,368492546 22,27801814 0,60614339
1,6 -1,527092989 22,37813482 0,3322612641
1,7 -2,649345119 22,47499313 0,0667411725
1,8 -3,738338598 22,56806109 | -0,1911337347
1,9 -4,775796732 22,56468719 | -0,4345176876
2,0 -5,791585026 22,74553325 | -0,6767395115
2,1 -6,781003806 22,82982583 | -0,9110341474
2,2 -7,725740393 22,91273267 | -1,134171697
2,3 -8,663843549 22,99224868 -1,356358708
2,4 -9,577559211 23,07089231 -1,57281574
2,5 -10,439680332 23,14702759 -1,775820774
2,6 -11,341408808 23,22140514 -1,990638925
2,7 -12,157734036 23,29453153 -2,182495507

Tabelle 2
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5. Grundgleichungen fiir geradverzahnte Rader

Nachdem der allgemeine Fall der geometrischen Synthese einer Verzahnung zweier Schraubenzahnrader
betrachtet ist, betrachten wir die geometrische Synthese einer Verzahnung zweier von zylindrischen Oberfl&-
chen begrenzter Zahnrader. Dieses Problem unterscheidet sich wesentlich von dem in den vorhergehenden
Kapiteln gelésten Problem, denn die zylindrischen Oberflaichen bewegen sich gegeneinander. Aber auch in
diesem Falle bewéhrt sich die Anwendung von Hullkurven nicht. Es ist ja durchaus nicht notwendig, dass fur
jeden Punkt irgendeines der Zahnrader eine zuléssige gegenseitige Anordnung der beiden existiere, in der es
gerade in diesem Punkte von dem anderen Zahnrad berlhrt wird. Dies bedeutet aber, dass das Profil eines der
Zahnrader die vom anderen Profil gebildete Kurvenschar nicht unbedingt einhiillen muss. Statt der Anwendung
von Hullkurven wird das folgende Verfahren der geometrischen Synthese einer Verzahnung zylindrischer
Zahnrader mit gleichlaufenden Achsen vorgeschlagen.

Ist das Verhéltnis der Winkelgeschwindigkeiten zwei verzahnten Réder konstant, so stellen die entsprechen-
den Polkurven zwei Kreise dar, die ohne zu gleiten aufeinander abrollen. Stoppen wir einen der Kreise, so stellt
er die Rastpolbahn dar, wéhrend der andere die Gangpolbahn darstellt. Abbildung 1 zeigt ein Beispiel solch
eines Paares von Kreisen mit den Koordinatensystemen, auf die die Kreise bezogen sind. Die vorgeschriebene
Bewegung eines dieser Kreise bezlglich des anderen bestimmt die Mengen der zuldssigen und der unzulassi-
gen gegenseitigen Anordnungen der entsprechenden Koordinatensysteme. Die Profile der Rader missen sich
in jeder zuldssigen gegenseitigen Anordnung berihren, denn sonst schneiden sich die Profile in gewissen
unzulassigen Anordnungen nicht. Andererseits muss die Momentangeschwindigkeit des mit dem momentanen
Berlihrungspunkt tbereinstimmenden Punkts des an die Gangpolbahn festgebundenen Profils zum an die
Rastpolbahn gebundenen Profil tangential sein, denn sonst schneiden sich die Profile in einer zulassigen An-
ordnung.

Wir nehmen an, dass der Kreis mit dem Mittelpunkt O und Radius R am Koordinatensystem Oxy ange-

bunden ist und die Rastpolbahn darstellt. Der an das Koordinatensystem O, x;y; angebundene Kreis mit dem
Mittelpunkt O, und Radius r soll die Gangpolbahn darstellen, die auf der Rastpolbahn abrollt. Dies bedeutet,
dass R¢=rY¥ oder

-, (5.1)
r

gilt.

Die folgenden Formeln driicken x und y durch x; und y, aus:

Abb.1

R+
X = X COS

r¢]—y1 sin( R+r¢j+(,‘?+r)cos¢

. ' . , (5.2)
:—r g/§j+y1 cos(

+\

r

y=x1sin( ¢j+(,‘?+r)sin¢

r

woraus folgt:
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%=—(R+r)[ﬁsin[—R+r¢j+ﬁcos[ R+r
r r r

¢j+3in¢}

@ _ (R+r){%cos(ﬂ(ﬁj—%sin(¥¢j+cos¢}

r

Gegeben sei nun im Koordinatensystem Oxy eine Kurve, deren Parametergleichungen

{x:x(t)

y=y(t) (5.4)

sind. Wir fixieren jetzt einen Wert ¢, des Winkels ¢ und nehmen an, dass der an Koordinatensystem
O, x,y; angebundene Punkt Po(x1 (¢0 ),y1 (¢0 )) in entsprechender gegenseitiger Anordnung der beiden Ko-
ordinatensysteme mit einem der Kurve (5.4) gehdrenden Punkt, sagen wir P(X(to ),y(to )) tbereinstimmt.

Wie erwahnt wurde, muss die Bahnkurve des Punkts P, die Kurve (5.4) im Punkte P berlhren.

Dies bedeutet aber, dass die Gleichung

, x1cos[ R+r¢0j—y1sin[ R+r¢0j+rcos¢0
Y(to)z_ r r (5.5)

x(to) x1sin[ R+r¢0j+y1cos[ R+r¢0j+rsin¢o

gelten soll. Vergleicht man (5.5) mit (5.2), sieht man sofort die Vereinfachung

"(t,)  x(ty)-Rcosg,
i/('(to)__ y(t,)-Rsing, - 66

Da der Punkt (Rcos¢0,Rsin¢o) im Koordinatensystem Oxy nichts anderes als den Momentanpol darstellt,
folgt aus der Gleichung (5.6), dass flr jede zulassige gegenseitige Anordnung der Koordinatensysteme Oxy
und O, x,y,alle eventuellen Berhrungspunkte FuBpunkte der auf das gegebene Profil aus dem Momentan-

pol gefallten Lote sind. Es ist bemerkenswert, dass der Radius der Gangpolbahn, an die das gesuchte Profil
angebunden sein soll, keine Rolle dabei spielt. Gelingt es aus der Gleichung (5.6) einen dem fixierten Wert

¢, des Winkels ¢ entsprechenden Wert t, des Parameters t zu finden, so liefern die Formeln

x;(¢y)= x(to)cos( R+r¢0j+y(t0)sin[ R+r¢oj—(R+r)cos[g¢oj

o)== X(tO)Sin[ R:r¢0j+}’(to)00$( R:r¢oj+(R+r)sin[g¢oj 67

die Koordinaten eines eventuellen Punkts des gesuchten Profils im Koordinatensystem O, x,y; . Schneidet die
Bahnkurve des ermittelten Punkts das gegebene Profil nicht, so kann (X1(¢0 ),y1(¢0 )) als ein Punkt des ge-

suchten Profils akzeptiert werden. Anderenfalls muss man den Punkt als einen untauglichen aussondern. Es
ist wiederum ersichtlich, dass mittels einer genligend groBen Zahl der ermittelten tauglichen Punkte das ge-
suchte Profil mit hinreichender Genauigkeit wieder hergestellt werden kann.

Wechseln wir jetzt in der Gleichung (5.6) zu den laufenden Werten der Parameter, so ergibt sich nach einfa-
chen Umformungen

32 Schriftenreihe der Georg-Simon-Ohm-Hochschule Nirnberg



Beitrag zur geometrischen Synthese von Verzahnungen

R[x(t)cosg+y'(t)sing = x(t)x(t)+y(t)y(t)

x(t) y(t) sing =
JIX()E+[y (¢ J[X )P +[y(t)F
_ x(t)x ()+Y()Y()
RYIX(OR+[y(1)P
sm{¢+arctan (t)} x(t)x ( )+y( )y(t). (5.8)
RYIX(F +[y(1)F

Die Gleichung (5.8) ist genau dann Iésbar, wenn die Ungleichheit

x()xX()+y()y(y)
Ry [x () F+[y(0)F

erfullt ist. Ist dies der Fall, so ergibt sich aus (5.8)

x()x()+y(t)y(t) o x(t)

A IX()F +[y()F y(t)

Die Gleichung (5.8) erinnert an die Gleichung (2.21). Es stellt der Term

x(0)x(t)+y(0)y(1)
VIX(OF + [y (0)F

die Projektion des Radiusvektors des Punkts (X(t),y(t)) auf die Tangente an die Kurve (5.4) zu diesem
Punkte dar, d.h. dasselbe, was der Ausdruck

p(&)p(¢)
JIp()E +[p(¢)F

in (2.21) darstellt. Man stellt ebenso leicht fest, dass

<1 (5.9)

¢ = arcsin

~

p'(¢
p(¢)

dem Winkel gleich ist, den das an die betrachtete Kurve im gewahlten Punkte errichtete Lot mit der Polarachse
bildet. Dieser Winkel stimmt mit dem Winkel

x(t)
y(t)

tiberein, den das an die Kurve (5.4) im Punkte (x(t),y(t)) errichtete Lot mit der x -Achse bildet.

J+ 2%2— arctan

- arctan
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Wenn wir nochmals die Abbildung 1 betrachten, wird es klar, dass der Momentanpol die Strecke OO, im Ver-

T-T I
1 (unter Berucksichtigung der

haltnis teilt, das genau dem in der Gleichung (2.21) auftretenden Term

Vorzeichen der GréBen T und T, ) entspricht. Um das zu verdeutlichen, kommen wir auf die Gleichheit (2.5)

zurlick, aus der folgt, dass

k=L
T

1

ist und die Ubersetzung der Verzahnung mit dem Verhaltnis der Schraubengénge der Zahnrader Uberein-
stimmt. Daraus ist zu schlieBen, dass

-T 1-k .
=——- |st.
T k

Andererseits gilt fir die AuBenverzahnung, deren Polkurven die Abbildung 1 darstellt

k- B
r
folglich
k_1=_R+r
r
und
R
k  k ___R
1—k R+r R+r  R+r’
r r
Daraus ergibt sich
_Btr _T-T
R T

Da der Betrag R+r der Achsabstand der in Abbildung 1 gezeigten Polkurven ist, entspricht er genau der in
der Gleichung (2.21) auftretenden GroBe L. Wir stellen fest, dass

T,-T 1
TL R

Da fir jeden Winkel & die Identitat
sin( aigj =tcosa

gilt, stimmen die beiden Teile der Gleichungen (2.21) und (5.8) bis auf die Vorzeichen miteinander tberein.
Deshalb kann die Gleichung (5.8) auf dieselbe Weise wie die Gleichung (2.21) geldst werden.

Fir eine Strecke des gegebenen Profils, die einen Bogen der Kreisevolvente darstellt, deren Gleichungen im
Koordinatensystem Oxy
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{x:ro(costﬂsint) 5.10)

y=ry(sint—tcost)

sind, gilt

%=ro tcost, d—=r0 tsint,
dat d

ay
at
ax

dt

=tant,

x()x(t)+y(t)y(t) _ro

RY[X(P+[y()F R

Hieraus

y'(t)
x(t)

und aus der Gleichung (5.8) ergibt sich

arctan =t

o= tiarccosr—0 oder t:¢$arccosr—°. 5.11
R R

Die Formeln (5.1 1) bestimmen den Zusammenhang des Abwalzwinkels ¢ und des Wertes des Parameters
t. Man erhalt namlich von diesen Formeln fiir den Abwalzwinkel ¢ die Werte des Parameters t, die jenen
Punkten des gegebenen Profils entsprechen, in denen dasselbe in der von ¢ bestimmten gegenseitigen

Anordnung der Koordinatensysteme vom Gegenprofil berihrt werden kann. Auch umgekehrt findet man far
einen gewissen t Wert die entsprechenden ¢ Werte.

Ersetzt man in (5.7) x( to) und y( to) durch die entsprechenden Terme fir x und y aus den Gleichun-

r
gen (5.10), wobei t z.B. durch den Ausdruck ¢—arccos%, @ aber seinerseits durch %‘P ersetzt wird,

so ergeben sich die parametrischen Gleichungen (5.12, siehe nachste Seite) mit dem Parameter W, die im
Koordinatensystem O, x,y; das zum gegebenen Profil gesuchte Gegenprofil darstellen.

Aus (5.12) folgen die Formeln (5.13a) und (5.13b) (sieh Seite 37), die die Koordinaten des Punkts
(x1 (‘P),y1 (‘P)) im Koordinatensystem darstellen, dessen Ursprung mit dem Punkt O, Ubereinstimmt und

das relativ zum Koordinatensystem O,;x,y, um den Winkel arccos% im Uhrzeigersinn gedreht ist. Diese
Formeln sind nichts anderes als die Gleichungen einer Evolvente des Kreises mit dem Mittelpunkt O, und

dem Radius rO_Rr , was mit Ricksicht auf die Ahnlichkeit der Gleichungen (5.8) und (2.21) auch zu erwarten

war. Wir sind zu diesem Ergebnis gekommen ohne Hullkurven verwendet zu haben.
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% (¥)=ry| cos| LW -arccos® |+| Lw-arccos |sin| ~ ¥ -arccosC | |x
R R R R R R
cos( R+r‘P]+
ry| sin Ly _arccos |-| Lw—arccos |cos| - w-arccos2 | |x
R R R R R R
sin( R+r‘P]—
R
(R+r)cosW =

=I,| cos ¥ +arccos 2 |-| Lw—arccos® |sin| ¥ +arccos @ | |-
R R R R

(R+r)cos¥;

y,(¥)=—r,| cos| L@ -arccos 2 |+| Lw -arccos® |sin| =¥ -arccos @ | |x
R R R R R R
sin( R+r‘Pj+
ry| sin L‘P—arccosr—o - L‘P—arccosr—o cos L‘P—arccosr—o X
R R R R R R
cos[R+r‘I’j+
(R+r)sin‘P:

=—ry| sin ¥ +arccos2 |+| Lw—arccos® |cos| W +arccos 2 | |+
R R R R

(5.12)

(R+r)sin‘P,

36
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PARY )cos( arccos%j—y1 (¥ )sin( arccosr—"g ] =
r ). r
=r,| cos¥—| —W¥-arccos-2 [sin¥ |- (R+r)cos| ¥ —arccos-2 |=
R R R
ol . ry . r
=rocos‘P—?‘Psm‘P+r0arccosES|n‘P—(R+r)Ecos‘P—

(R+r)sin‘Psin(arccos%j=
ror . A . ).
:—?(cos‘P+‘PS|n‘P)+ roarccosﬁ—(FHr)sm arccos > sin'¥; (5.13a)
PARY )sin[ arccosr—,‘gj+y1 (w )cos( arccosr—;j=
. r A . Iy
=—ry| Sin¥+| —W—arccos—2 |cos¥ |+(R+r)sin| ¥ -arccos2 |=
R R R
: ror A fo .
=—r0sm‘P—?‘Pcos‘Iwroarccosﬁcos‘P+(H+r)—sm‘P—

(R+r )cos‘Psin( arccosr—lg j =

=r°—Hr(sin‘P—‘Pcos‘P ){ o arccos%—(,‘?+ r )sin(arccos%”cos‘l’. (5.13b)

Auch die Ergebnisse der auf der Verwendung von Fourierreihen basierenden Lésung des betrachteten Prob-
lems sollen gezeigt werden. Es gibt dazu folgende Grlnde. In der oben angefiihrten Lésung wurde der Um-
stand nicht beriicksichtigt, dass das gesuchte Gegenprofil nur einen eingeschrankten Bogen der gegebenen
Kreisevolvente berlihren darf. Es war andererseits nicht méglich festzustellen, dass mehr als ein Paar Zéhne
gleichzeitig miteinander in Berlhrung sein kénnen. Man kann auBerdem nicht sicher sein, dass auch im Falle
eines von der Kreisevolvente verschiedenen Zahnprofils die Ermittlung der Lésung des Problems in einer ge-
schlossenen Form gelingt. Die erwadhnten Nachteile und Schwierigkeiten kdnnen bei der Verwendung von
Fourierreihen beseitigt werden.

Es wurde bei der Verwendung von Fourierreihen nicht vom Parameter f, sondern vom Walzwinkel ¢ ausge-
gangen, um sicher zu sein, dass sich fir jeden Wert des Wéalzwinkels ein entsprechender Berlhrungspunkt
des gegebenen und des gesuchten Profile finden lasst.®

Die Ermittlung der entsprechenden Werte® des Parameters t hatte nach der Lésung einer transzendenten
Gleichung verlangt, die mittels eines einfachen Naherungsverfahrens geldst wurde.

Wie es auch zu erwarten war, wurden fir jeden der ausgewéahlten Werte des Walzwinkels ¢ mehrere (und
zwar bis 8) verschiedene Werte des Parameters t ermittelt, von denen einige ausgesondert werden mussten,
da die Bahnkurven der entsprechenden Punkte des gesuchten Profils das gegebene Profil kreuzten.’

Die Ergebnisse dieser Berechnungen wurden in Tabelle 3 in den vier breiten Spalten zusammengefasst, von
denen jede die x; und y; Koordinaten einer und derselben Kreisevolvente gehérenden Punkte enthélt. Die

15 Zeilen dieser Tabelle entsprechen den ausgewahlten Werten des Walzwinkels ¢, die in der linken (schma-

len) Spalte angefiihrt sind. Jedes von den Kreuzungen der Zeilen und der breiten Spalten gebildete Feld ist
entweder frei gelassen oder in drei ausgeflllte Subfelder unterteilt worden. Ein unausgeflltes Feld bedeutet,

® Fir die gegenseitig unbeweglichen Schraubenflachen war diese Frage gegenstandsilos.
€Im allgemeinen entsprechen jedem Wert des Walzwinkels ¢ mehr als ein Wert des Parameters .

’ Dies wurde anhand des im Kapitel 4. verwendeten Verfahrens festgestellt.
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dass flirr den der Zeile entsprechenden Wert des Walzwinkels kein tauglicher Punkt der der Spalte entspre-
chenden Kreisevolvente gefunden werden konnte. Ist ein Feld ausgefillt, so enthalt sein oberes Subfeld einen
ermittelten Wert des Parameters t, die zwei unteren Subfelder aber enthalten die Koordinaten des entspre-
chenden Punkts des gesuchten Profils, wie es in der Uberschrift der Tabelle gezeigt ist.

Die Uberprifung der Tatsache, dass alle Punkte, deren Koordinaten in einer und derselben breiten Spalte der
Tabelle enthalten sind, ein- und derselben Kreisevolvente gehdren, unterscheidet sich von der im vorigen Kapi-
tel angefiihrten nicht. Man Ulberzeugt sich ebenso leicht, dass der Abstand zwischen den Punkten der Zweige 2
und 3, die demselben Walzwinkel entsprechen, vom letzteren praktisch unabhangig ist. Das bedeutet, dass die
Punkte dieser Zweige aquidistanten Kreisevolventen gehdéren. Dasselbe gilt fir die Zweige 1 und 4. Wie aus
der Tabelle ersichtlich ist, findet die Berlihrung der beiden Profile bei jeder zuldssigen gegenseitigen Anord-
nung mindestens an drei Punkten statt, wobei mindestens zwei dieser Punkte zu Kreisevolventen gehéren, die
nicht &quidistant sind. Daraus folgt, dass sich die ermittelten Profile in jeder unzuldssigen gegenseitigen An-

ordnung schneiden. Damit ist eine korrekt funktionierende Verzahnung synthetisiert worden.

Zweig 1 Zweig 2 Zweig 3 Zweig 4

[ I/m I/m I/m I/m

X/ m | yi/m Xi/m | yi/m Xi/m | yi/m Xi/m | yi/m
0.00 1,4698 -1,4698 3,7495
’ -30,2534| 0,6935 [-30,2534| -0,6935 [-29,2442| 2,081
0.01 1,5402 -1,4014 3,8473
’ -30,1769] 0,7211 [-30,3315] -0,6647 [-29,3024| 2,102
0.02 1,6131 -1,3349 3,9414
’ -30,1014] 0,7477 | -30,411 | -0,6348 |-29,3591] 2,1235
0.03 1,6879 -1,2709 4,0354
’ -30,0266| 0,7732 [-30,4916] -0,6038 [-29,4194| 21467
0.04 1,7652 -1,2083 4,1269
’ -29,9534| 0,7977 [-30,5736] -0,5713 |-29,4805| 2,1708
0.05 1,8445 -1,1486 4,217
’ -29,8815| 0,8211 [-30,6562| -0,538 |-29,5437| 2,1962
0.06 1,9258 -1,0905 4,3046 7,3785
’ -29,8114] 0,8436 [-30,7411] -0,5032 [-29,6075| 2,2226 [-30,6957| 3,6600
0.07 2,0084 -1,0348 4,3897 7,4318
’ -29,7432] 0,8647 [-30,8261] -0,4673 |-29,6725| 2,2499 [-30,6061| 3,6878
0.08 2,0946 -0,9811 4,4729 7,4879
’ -29,6747| 0,8853 [-30,9129] -0,4301 [-29,7387| 2,2784 [-30,5167| 3,7147
0.09 2,1811 4,5546 7,5461
’ -29,6097| 0,9045 -29,8072| 2,3082 [-30,4294| 3,7404
010 2,2712 4,6338 7,6062
’ 29,544 | 0,9231 29,876 | 2,3391 [-30,3431] 3,765
011 2,3633 4,7101 7,6683
’ -29,4803| 0,9408 -29,9455| 2,3708 [-30,2585| 3,7884
042 2,4579 4,785 7,7329
’ -29,4178| 0,9577 -30,0168| 2,404 [-30,1749| 3,811
043 2,5532 4,8578 7,7994
’ -29,3581/| 0,9734 -30,0895| 2,4385 [-30,0928| 3,8324
014 2,6517 4,9282 7,8678
’ -29,2987| 0,9885 -30,1629| 2,474 |-30,0122| 3,8528

Tabelle 3.
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6. Uber die geometrische Bedeutung der in vorigen Kapiteln abgeleiteten

Gleichungen
Die Gleichung (5.6) kann als eine die veranderlichen f, und ¢, verbindende implizite Funktion aufgefasst
werden. Deshalb ist der Begriff einer entsprechenden (im allgemeinen mehrdeutigen) expliziten Funktion
t = t(¢) korrekt.

Es entspreche dem Wert ¢, des Wéalzwinkels ein eventueller Berlihrungspunkt

(x[t(go)y[t(20)). (6.1)
dem Wert ¢, + A¢ aber ein benachbarter eventueller Berlihrungspunkt

(x[t(gy +a0)]y[t(g +20)]). (6.2)

Ist ¢ = @y + A@, so entspricht im Koordinatensystem O, x,y; dem Punkt (6.2) ein Punkt, dessen Koordinaten
aus den Formeln (5.7) ermittelt werden kdnnen. Sie ergeben sich als

R+r
r

AL gy +a0)|-

%15 +A0) = x[t<¢o+A¢)1cos[ <¢0+A¢)}+y[r<¢o+w)1sm[

(R+r )cos[g(q)0 +Ap )}

R+r (6'3)

r

R+r
r

Y1(¢o+A¢)=—X[t(¢o+A¢)]3in[ (¢0+A¢)}+Y[t(¢o+A¢)]COS[ (¢0+A¢)}+

(R+r)sin[g(¢o +A¢ )}

Kehrt man nun zum Walzwinkel ¢, zuriick, so kann man aus den Formeln (5.2) die Lage des Punktes be-
zlglich des Koordinatensystems Oxy ermitteln, mit dem der Punkt (6.3) jetzt tbereinstimmt, und zwar:

R R

:r¢oj+(R+r)cos¢0 =

+r¢oj_}’1 (¢o +A¢)Si”(

r

- xt(9, +A¢)]cos[ R”A¢]+y[t(¢o +A¢)]sin( R”A¢j—

r r

X(A¢):X1(¢0+A¢)COS(

(R+r)cos[$A¢—¢oj+(R+r)cos¢0

R+r R

r

:r¢oj+(R+r)Sin¢0 =

oo o]

R+r
r

y(Ag)=x (g, +A¢)sin[

R+r
r

=—x[t(¢o+A¢)]sin( A¢j+Y[t(¢o+A¢)]COS( A¢]+

(R+r)sin[$A¢—¢0j+(R+r)sin¢0.

Durchlauft Ag¢ eine (gentgend kleine) Umgebung der Null, so umschreibt der Punkt (6.4) bezlglich des Ko-
ordinatensystems Oxy einen Bogen, der den Punkt (6.1) enthalt. Ubergeht man in den Formeln (6.4) die
Zwischenergebnisse, so entstehen die parametrischen Gleichungen dieses Bogens, in denen A¢ die Rolle
des Parameters spielt. Dieser Bogen stellt aber nichts anderes als eine Strecke des gesuchten Gegenprofils
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dy(A¢ )/dX(A¢) ermittelt wer-

dar, die durch den Punkt (6.1) geht. Die Steigung dieser Kurve kann als
d(ag)/ d(ag)

den. Wir schreiben dazu die Terme fir die beiden Ableitungen:

dx(Ag) _ dx at 'cos( R+rA¢j—x[t(¢o+A¢)]Msin( R+rA¢j+
d(A¢) dt t=t(go+Ag) d¢ P=0y+A¢ r r
04 at -sin( R+rA¢j+y[t(¢o+A¢)]R+rcos( R+rA¢]+
Ot li-t(pyrap) 99 |pmpyrag r d !

E(E’Jrr)sin(EAgz)—%j;
r r

dy(ag) _ _ox at -sin( H+rA¢]—x[t(¢o+A¢)]H+rcos( R+rA¢j+
d(Ag) A it gyrag) 99 lomgying r ' '
ﬂ ﬂ -cos( R+rA¢j—y[t(¢o +A¢)]R+rsin( R+rA¢]+
at t=t(go+Ap) d¢ P=0+Ap r r r

E(R+r)cos(EA¢—¢0j.
r r

Setzt man in den vorigen Formeln A¢ =0, so ergibt sich

dx(Ag) dx dt N R+r{ '
“d(ag) Tt “do y[t(4o)l-Rsingy },
d(A) [y Ot () 90 1oy, o 0
dy (Ag) dy dt Rt

= — —_ _ t _R .
d(ag) oo O lice(y) 9Oloy 7 {x[t(gy)]- Rcos g, }

Aus der letzten Formel folgt mit Riicksicht auf die Gleichung (5.6)

dy
dy(Ag) dy at R+r At lit(g) '
“ar “do —— Wit —Rsing, [=
d(80) o Oty 0|,y O {ylt(ao)] do }
ot t=t(¢y)
dy
dt lit(g,) | dx ot R+r ,
- o Sy + t —Rsin .
% at t:t(¢0) d¢ o r {y[ (¢0)] ¢0}
at t=t(gy)

So ist die Steigung der Kurve (6.4) im Punkt (6.1)

dy(Ag) dy

d(Ag) a0 _ Ot | izi() 65)
dx(Ag) dx ’ '
d(A9) |ypo It lizt(ay)

und stimmt mit der Steigung des gegebenen Profils (iberein.
Somit ist der Satz bewiesen: Sind alle Punkte eines (gentigend kleinen) Bogens des gegebenen Profils even-
tuelle BerGihrungspunkte und geht in einer zuldssigen gegenseitigen Anordnung der Zahnrader das ermittelte
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Profil durch einen dieser Punkte, so berlihren sich (haben eine gemeinsame momentane Tangente) in diesem
Punkt das gegebene Profil und das ermittelte.’

Im Fall der gegenseitig unbeweglichen Schraubenflachen ist die Existenz der gemeinsamen Tangente offenbar
gewesen, da die gesuchte Oberflache von Schraubenlinien gebildet wurde, die alle die gegebene Oberflache
bertihren sollten. Fir die gegenseitig beweglichen Zylinder muss die Tatsache bewiesen werden, da man Uber
das gesuchte Profil nichts im Voraus behaupten kann.

Nachdem die Existenz der gemeinsamen Tangente festgestellt ist, kann man sich den geometrischen Sinn der
Gleichungen (2.21) und (5.8) klarmachen. Wir schreiben namlich die Gleichung (2.21) als

ﬁLsin{arctan Z,ééé:))_[“z%zﬂ = p(é”)sin{arctan 'Z((E:H (6.6)

um und betrachten die Abbildung 2. Auf dieser Abbildung sollen die Kreise, deren Mittelpunkte O bzw. O; sind,

die Polbahnen, der Punkt P aber den Momentanpol einer Verzahnung zweier zylindrischen Rader darstellen.
C sei der momentane Beruhrungspunkt der Zahne der Rader, die durch die Punkte Q und Q, verlaufende Ge-
rade aber die momentane gemeinsame Tangente. Verlauft die Gerade AB durch C senkrecht zum Radiusvek-
tor OC, so gilt

p'(¢)
p(&)

Hieraus folgt, dass der rechte Teil der Gleichung (6.6) nichts anderes als die Projektion CQ des Radiusvektors

OC auf die momentane gemeinsame Tangente darstellt. Die Koordinatenachsen kénnen immer so gewahlt
werden, dass

o = arctan

B = arctan ';((g—( §+2Tﬂzj

Abb. 2

gilt. Andererseits ist Lsin £ gleich der Projektion QQ; des Achsabstandes OO, auf die momentane gemein-
same Tangente. Somit driickt die Gleichung (6.6) die geometrische Beziehung

8 Dabei ist die Maoglichkeit keineswegs ausgeschlossen, dass sich die beiden Profile im selben Punkt schneiden.
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Kk ——— —

—.Qa,=ca

aus. Es gilt folglich

CQ1 CQ+QQ1 __001
oder
cQ=kca,.

Somit lasst sich der Satz formulieren: Bilden zwei Schraubenzahnrader mit gleichlaufenden Achsen eine regu-
lare Verzahnung, so teilt in jeder zu diesen Achsen senkrechten Ebene der BerGhrungspunkt die Projektion
des Achsabstandes auf die gemeinsame Tangente im Verhaltnis, das der Ubersetzung der Verzahnung gleich
ist. Im Falle zylindrischen Zahnrader gilt dies fir momentane Tangenten und momentane BerUhrungspunkte.
Da der Momentanpol im derselben Verhéltnis den Achsabstand teilt, kann im letzteren Falle der Satz auch
anders lauten und zwar: Bilden zwei zylindrische Zahnrader mit gleichlaufenden Achsen eine regulare Verzah-
nung, so stimmt die Projektion des Momentanpols auf die momentane gemeinsame Tangente immer mit dem
momentanen Berlhrungspunkt Uberein.

7. Nochmals iiber den Fall des kreisevolventigen Zahnprofils

Es wurde am Ende des 4. Kapitels festgestellt, dass das Gegenprofil der gegebenen Kreisevolvente einer Krei-
sevolvente ganz nah ist. Es wurde auBerdem festgestellt, dass der geometrische Ort der Berlihrungspunkte
der beiden die synthetisierte Verzahnung bildenden (miteinander im Eingriff stehenden) Zahnrader einer Gera-
den ganz nah ist. Wir beweisen jetzt, dass es sich bei diesen beiden Ergebnissen um keinen Zufall handelt,
und, dass zwangslaufig das Gegenprofil eine Kreisevolvente, aber der geometrische Ort der Berlihrungspunkte
eine Gerade darstellen missen.

Wir ersetzen deswegen in den Gleichungen (2.1) den Parameter z durch den im 2. Kapitel gewonnenen

Ausdruck

T Jarcsin LT (&) p(¢) | +arctan ple)

2 | TP + PO pl0)

ey
Daraus ergeben sich die allgemein (fir beliebige p(g“)) geltenden Gleichungen

(T-T)p(Dp() o p(E)
T [p(OF +[p(¢)P p(¢)
)

)

x = p()cos| arcsin

(T -T)p'($)pl

+ arctan

y = p(¢)sin| arcsin

TLY[p(O)F +[p(O)F L))
po T | s (T=T0P() o (0)
27| (O + [0 oo

die die Linie bestimmen, in deren Punkten die Beriihrung der die Verzahnung bildenden Schraubenflachen
stattfinden kann (doch nicht unbedingt muss).
Betrachten wir jetzt den Fall, dass p(¢) (¢, <¢ < ;) einen Bogen einer Kreisevolvente, und zwar die Flan-

ke eines Zahnradzahnes, in Polarkoordinaten darstellt. Wir wechseln dabei zu den parametrischen Gleichun-
gen
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{x=r(cos¢+¢8in¢) (7.2)

y=r(sing—¢cosg)

der Kreisevolvente in einem kartesischen Koordinatensystem mit dem Walzwinkel ¢ als Parameter. Da wir
offenbar nur eine Flanke des Zahnes zu betrachten brauchen, decken die Gleichungen (7.2) alle unsere wei-

teren Bedurfnisse ab. Es gelten bei dieser Einschrankung, wie am Ende des 3. Kapitels bemerkt wurde, die
folgenden Beziehungen:

p(&)=ry1+¢%,
P ($)p(¢) o
= rsign p’(¢),
JPOF o OF
) _=
arctan % = E —arctang,

{=¢—arctang+ ¢,
wobei f den dem Anfangspunkt der Evolvente entsprechenden Polarwinkel bezeichnet.
Nehmen wir an, dass fiir die betrachtete Zahnflanke p’({)>0 gilt, und benennen wir
. (T1 -T )r V4
o =arcsin——+—,
TL 2
so ergeben sich aus den bekannten Formeln der Trigonometrie die Gleichungen (7.3).

Somit sind alle drei Veranderlichen x,y,z lineare Funktionen eines Parameters ¢, und (7.3) stellen drei

parametrische Gleichungen einer Geraden dar. Um zu beweisen, dass das Gegenprofil eine Kreisevolvente
darstellt, gehen wir davon aus, dass eine Zahnflanke des zu ermittelnden Zahnrades als Resultat einer
Schraubung der Geraden (7.3) um die Gerade

x=1L
y=0

(die Achse O,z,) betrachtet werden kann.

% = p(¢)cos| arosin—=T)eE)P(E) o an 2D

o ()F +[p(0)F p(0)
=ry1+¢° cos{arcsin@+%—arctan¢}=r(cosa+¢sina)
y = p(¢)sin| arcsin (1, -T)p()p({) +arctan 28D | _

T p(OF + o (0 P (7
=rq1+¢2 sin{arcsin@+%—arctan¢} =r(sina—-g¢cosa)

z=-"| arcsin (7, -T)p(£)p (<) +arctanM—§ =
27l (R [p(OF pl¢)
- —a-¢-¢)
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Der Schraubengang soll dabei T; sein. Wechseln wir zum Koordinatensystem O, x;y4Z; , so sind die Gleichun-
gen der Geraden (7.3)

x; = r(cosa+¢sina)-L

y, =r(sina—gcosa) (7.4)
T, _s_F
Z1—27[(a' ¢ g)

Versetzt man die Gerade(7.4) in die oben erwdhnte Schraubung, so entsteht eine Schraubenfléche, deren
Gleichungen im Koordinatensystem O, x,y;2;

x; = r(cosa+g¢sina)cos g —r(sina—gcosa)sing— Lcos @

y, =r(cosa+¢sina)sing+r(sina—gcosa)cosp—Lsing (7.5)
LA VR S )
21—27[(05 ¢ §+T¢]

oder
x; = r[cos(g+a)+¢sin(p+a)]-Lcose

yy =r[sin(@+a)-gcos(p+a)]-Lsing (7.6)
s T
Z4 =%(“‘¢—§+%¢]

sind. ¢ und ¢ sind zwei unabhangige Parameter.

Offenbar sind alle zur O,z,- Achse senkrechten Querschnitte der Schraubenflache (7.6) einander kongruent.
Deshalb reicht die Ermittlung eines beliebigen dieser Querschnitte aus. Unter anderem auch des dem Wert

__T(L-T . ;
a= 27[[ T a+§j

entsprechenden Querschnitts. Ist aber diese Gleichheit erfiillt, so gilt

¢=%(¢+a)-

Es gilt auBerdem L= (7'1—T)r :_(7'1—T)r

Tsin(a—;[j Tcosa

44 Schriftenreihe der Georg-Simon-Ohm-Hochschule Nirnberg



Beitrag zur geometrischen Synthese von Verzahnungen

Es ergibt sich nach der Substitution der zwei letzteren Ausdriicke in (7.6):

(1,-7)

T, |
xy =r| cos(p+a)+—(p+a)sin(p+a) |[+——Lcosp=
T Tcosa

=?r[cos(go+ a)+(p+a)sin(p+a)]+ rcos(¢)+a)—%rcos((p+a)+7_—7-rcosqo=

(1,-7)

" cos(p+a
7

(T,-T)r

Tcosa

(T, =T)r

Tcosa

(r,-T)
T

) L=T)r

:%f[COS(¢+a)+(¢+a)3in(¢+a)]_ Tcosa

cos@ =

=?r[cos((p+a)+(go+a)sin((p+a)]— (cosgpcos2 a—sinqosinacosa—cosqo):

:%r[cos(¢+a)+(¢+a)sin(¢+a)]+ (cosqasin2 a+sin¢sinacosa):

:?r[cos(¢+a)+(¢+a)sin(¢+a)]+ rtgasin(gp+a), (7.7a)

(,-T)r

sing =
Tcosa

yi=r sin(¢)+a)—£(¢)+a)cos(¢)+a) +
st J

(T,-T)r

=%r[sin((p+ a)-(p+a)cos(p+a)]+rsin(p+ a)—%rsin((p+a)+ Toosg SNe=

—(7-1 ;_T)rsin((p+ar)+—(7—1 _T)rsin(pz

Tcosa
(T, -T)r
Tcosa
(T -T)r

Tcosa

(1,-T)
S

=;r[sin((p+ a)-(p+a)cos(p+a)]-

=%r[sin((p+ a)-(p+a)cos(p+a)]- (sin(p0032 a+cos¢sinacosa—sin¢)=

=;r[sin((p+ a)-(p+a)cos(p+a)]- (cos¢)sinaccosac—singasin2 a)z

=;r[sin(¢+a)—(¢7+a)cos(¢7+zx)]— Ttgacos(p+a). (7.7b)

Die gewonnenen Ausdriicke sind nichts anderes als parametrische Gleichungen einer Kreisevolvente, wobei
der Radius des zu entwickelnden Kreises —-r ist. Damit ist alles bewiesen, was zu beweisen war.

Die beiden soeben bewiesenen Behauptungen sind auch in der Fachliteratur zu finden. Doch die Beweise
scheinen mehr spekulativ als formal zu sein. Die nun angeflihrten formalen Beweise bekraftigen die Allge-
meinheit des in diesem Werk entwickelten Verfahrens.
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